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Kapitel 0

Grundlagen

Hier sammeln wir alles, was sonst zur LA I gehort.

Schreibweise.
e K steht immer fiir einen Korper.
e V und U stehen immer fiir K-Vektorraume.

o U <V bedeutetet, dass U/ ein Teilraum = Untervektorraum von V ist.

1 Restklassenriume und Homomorphiesatz

Definition 0.1. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Aquivalenzrelation ~ auf V) heifit vertrig-
lich mit der Vektorraumstruktur oder einfach linear oder Kongruenz, falls aus X ~ X’
und Y ~ Y’ fiir X, X" Y.Y’ € Vund q,b € K folgt aX + bY ~ aX' + bY’. Statt von einer
Aquivalenzklasse reden wir in diesem Zusammenhang von Restklasse.

Beispiel 0.2.
1. Ist ¢ : V — W linear und ~,= “Bildgleichheit bez. ©”, so ist ~, eine Kongruenz.

2. IstUd <V ein Teilraum von V, so ist ~;, eine Kongruenz definiert durch:

X~y V= X-YelUu.

Lemma 0.3. Ist ~ eine Kongruenz auf dem K-Vektorraum 'V, so gilt:
1. Die Restklasse [0] des Nullelementes ist ein Teilraum U von V; [0] = U < V.
2. ~=nrvy aus dem letzten Beispiel.

3. Fiiralle X €V gilt fiir die Restklasse von X

X]=X+U:={X+U|UecU}.

Beweis.

1. [0] # 0,da 0 € [0]. Sind X,Y € [0] und a,b € K, dann folgt X ~ 0 und Y ~ 0, also
wegen der Vertraglichkeit a.X +bY ~ a0 + b0 =0, d. h. aX +bY € [0].

2. SeiUd := [0]. Behauptung: Fiir X,Y € V sind dquivalent: X ~ Y und X — Y € . Dies
ist klar, da wegen der Vertraglichkeit X ~ Y dquivalent zu X — Y ~ 0 ist.
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3. Z € X + U ist dquivalent zu Z = X + U fiir ein 0 ~ U. Dies bedeutet wegen der

Vertraglichkeit, dass Z ~ X ist, d. h. Z € [X]. Die umgekehrte Inklusion ist eine
Ubung. O

Satz 0.4. SeiUd <V ein Unterraum des K-Vektorraumes V und ~:=~y die zugehirige Kon-
gruenz. Die Menge V| ~ der Restklassen wird mit V /U (lies V modulo U oder V nach U) bezeich-
net. Die Elemente von V /U heiflen auch Restklassen nach U und V /U heifit auch Faktorraum,
Quotientenraum oder Restklassenraum von V nach U.

1. V/U wird mit der wohldefinierten Addition

(X+U)+ Y +U) =(X+Y)+Ufiiralle X,)Y €V
und Multiplikation
a(X +U):=aX +Ufiiralle X € V,a € K

zu einem K-Vektorraum.

2. Die Abbildung

v:V-=>V/U:X—X+U

ist eine lineare Abbildung, genannt der natiirliche Epimorphismus von V auf V /U. Es gilt
Kern(v) = U.

Dieser Satz sagt also insbesondere, dass jeder Teilraum eines Vektorraumes Kern eines ge-
eigneten Homomorphismus ist.

Beweis.

1. Wir miissen zeigen, dass die Definition vertreterunabhingig ist, d. h. ist X' + U =

X+UundY'+U = Y+U, soist zu zeigen (X'+Y")+U = (X+Y)+U. Aber offenbar exi-
stieren Uy, Uy e U mit X' = X +Up,Y' =Y +Uy, also (X' +Y")—(X+Y)=U,+U; € U,
dh (X'+Y)+U=(X+Y)+U.

Wohldefiniertheit von a(X + U): Sei also X' +U = X + U, dann ist X’ — X € U, also
auch a X' —aX =a(X' — X) eU,alsoaX +U = a X'+ U.

Jetzt miissen die Vektorraumaxiome tiberpriift werden. Z. B. das Assoziativgesetz fiir
V impliziert die Assoziativitdt der Addition von V/U und U = 0 + U ist das Nullele-
ment von V/U. Den Rest lassen wir als Ubung.

v(@X +0Y) = (X +0Y)+U = aX +U)+ Y +U) = av(X) + bv(Y) fiir alle

a,b € K, X,Y € V. Damit ist v linear; dass v surjektiv ist, ist klar und ebenso, dass
Kern(v) =U. O

Vorl. 2 Jetzt ist alles fiir den Hauptsatz vorbereitet, der in einer dhnlichen Form fiir Mengen und

beliebige Abbildungen auch gilt.

Hauptsatz 0.5. (Homomorphiesatz) Sei f : V — W eine lineare Abbildung von K-
Vektorriumen. Dann faktorisiert f in die Komposition des natiirlichen Epimorphismus v := vy :
V — V/ Kern(f) und des Monomorphismus f : V/Kern(f) — W : X + Kern(f) ~ f(X), also
f = fov.D. h. wir haben das kommutative Diagramm linearer Abbildungen

V 4 W
Vi N\ S
V/ Kern(f)

Insbesondere induziert f einen Isomorphismus von V/ Kern(f) auf Bild(f).
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Beweis. v := v; wurde bereits in 0.4 eingefiihrt, wobei wir als Teilraum U := Kern(f)
wihlen. Die beiden Bildgleichheitsdquivalenzrelationen ~; und ~, sind gleich, denn seien
X,Y € V,dann gilt f(X) = f(Y) genau dann, wenn X — Y € Kern(f) = U = Kern(v), was
also dquivalent zu v(X) = v(Y') ist. Letzteres impliziert aber sowohl die Wohldefiniertheit
als auch die Injektivitdt von f. Die Linearitdt von v hatten wir schon in 0.4 gesehen, die von
f folgt unmittelbar aus der von Linearitit von f. [

Aufgrund der letzten beiden Sdtze kennen wir bis auf Isomorphie alle epimorphen Bil-
der von V, sobald wir alle Teilrdume von V kennen.

Beispiel 0.6. Was sagt uns der Homomorphiesatz iiber direkte Summen?
Sei 71,72 < Vmit T;NT; = {0}. Die Projektionsabbildung 7y : 717, — T1 : T1+15 — T ist
linear und surjektiv (Epimorphismus) mit Kern(m;) = 7, und der Homomorphiesatz sagt

(i T2)/ T2 = Th.

Insbesondere ist 7; ein Vertretersystem fiir die Restklassen von 7; @ 7; nach 7s.

Springe
Folg.1.14
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Kapitel 1

Ringe und Moduln

Schreibweise.
o K™ := My yn(K).
e Sind M und I Mengen, so bezeichnet M’ die Menge aller Abbildungen f : I — M.

1 Ringe
Definition 1.1. R, genauer (R, +,0, -, 1) heifit ein Ring mit Eins, fiir uns kurz Ring, falls
folgende drei Eigenschaften gelten:
1. (R,+,0) ist eine abelsche Gruppe (mit 0 als neutrales Element).
2. (R,-,1)ist ein Monoid (mit 1 als neutrales Element).
3. Es gelten die Distributivgesetze:
alb+c¢) = ab+ac
(b+ca = ba+ca
fir alle a, b,c € R.

Falls (R, -, 1) kommutativ ist, heift R kommutativer Ring. Ist (R\ {0}, -, 1) eine abelsche
Gruppe ist, so ist R ein Korper.

Beispiel 1.2.

1. Z, genauer (Z,+,0, -, 1), der Ring der ganzen Zahlen, ist ein kommutativer Ring.
2. Sind R und S Ringe, so ist auch
RxS:={(r,s)|reR,seS}

ein Ring mit komponentenweiser Addition und Multiplikation. Das Einselement ist
(1,1) und das Nullelement ist (0, 0). Es gilt z.B. (1,0)+(0,1) = (1,1) und (1,0)-(0,1) =
(0,0). Der Ring R x S ist also nicht nullteilerfrei, d.h. es gibt Ringelemente ungleich
Null deren Produkt Null ist.

3. Sei R ein Ring und I eine Menge. Dann ist die Menge R’ (aller R-wertigen Abbildun-
gen) mit punktweiser Addition und Multiplikation

(f +9)(@) == f(i) + g(2),
(f-9)(@) := f(i) - g(d)

fiir alle < € I wieder ein Ring.
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Definition 1.3. Seien R, S Ringe. Eine Abbildung ¢ : R — S heifst Ringhomomorphis-
mus, falls gilt

plat+b) = ¢la) +p(b),
plab) = p(a)p(b),
p(lr) = 1s
tir alle a, b € R. Ist ¢ zusétzlich injektiv, surjektiv oder bijektiv, so spricht man vom Mono-

, Epi-, bzw. Isomorphismus. Ist ¢ ein Isomorphismus, so schreiben wir ¢ : R = S oder
R = S und nennen R und S isomorph.

Definition 1.4. Sei R ein Ring, der gleichzeitig ein K-Vektorraum fiir den Korper K ist.
Man nennt dann R eine assoziative /-Algebra mit Eins oder kiirzer K-Algebra, falls gilt:

k(ab) = (ka)b = a(kb)

fir alle a,b € Rund k € K. Ist S eine weitere K-Algebra mit Eins, so heifit eine K-lineare
Abbildung ¢ : R — S ein K-Algebrenhomomorphismus, falls ¢(ab) = ¢(a)e(b) fur alle
a,b e Ristund p(1g) = 15 gilt.

Beispiel 1.5.

1. K™*" ist mit Matrixaddition und Matrixmultiplikation eine K-Algebra, die fiir n > 2
nicht kommutativ ist.

2. K' ist mit punktweiser Addition und Multiplikation eine kommutative K-Algebra.

Definition 1.6. Sei R ein Ring. Dann heifst
R* :={r € R| es existierta € Rmitar =ra =1}

die Einheitengruppe von R. Ihre Elemente heifSen auch Einheiten von R.

Beispiel 1.7.
1. zF ={1,-1}.
2. Fiirjeden Korper K ist K* = K \ {0} und (K™*")* = GL,(K).

3. (Rx8)"=R"x 85"

2 Polynomringe

Lernziel: Formelle Einfithrung von Polynomen, Polynomdivision und EUKLIDischer Algo-
rithmus, Korper der rationalen Funktionen, Restklassenkdrper des Polynomrings, diverse
Beispiele von Vektorrdaumen

Wir haben jetzt einerseits iiber kommutative Ringe und andererseits iiber Vektorraume
gesprochen. Wir wollen jetzt {iber einen ganz wichtigen Ring sprechen, der gleichzeitig
Vektorraum ist und der eine absolut grundlegende Rolle in der linearen Algebra spielt.

(Zo,+,0) ist ein (abelsches) Monoid. Dies nutzen wir aus, um auf Kz eine zweite
Multiplikation zu definieren, die eine interessantere Ringstruktur/ K -Algebrenstruktur lie-
fert.

Definition 1.8. Sei K ein Korper.
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1.

Auf dem K-Vektorraum K?>° definieren wir eine Multiplikation durch
(CLO, ai,a2,0as, .. ) : (b07 bl; b2a b37 .. ) = (007 C1,C2,C3, .. )
mit
co := agby, ¢ := aghy + a1by, ¢z := agby + a1by + azb, . ..

allgemein fiir alle n > 0:
Cp = aobn + albn_l + ...+ anbo

(K%20 4+ .) zusammen mit der K-Vektorraumstruktur von K%z° wird auch mit K[[z]]
bezeichnet, dem Potenzreihenring tiber K in der Unbestimmten = := (0,1,0,0,...),
genauer, dem Ring der formalen Potenzreihen iiber K.

(Statt (ag, a1, as, as, . . .) schreibt man auch ) ;- a;z".)

Eine Potenzreihe a = (ag, aj, as, as, ...) € K|[z]] heiflt Polynom, falls ein n € Z-, exi-
stiert mit a; = 0 fiir alle ¢ > n. Fiir a # 0 heifst das kleinste derartige n der Grad von
a. Wir setzen Grad(0) := —oo. Die Menge aller Polynome zusammen mit der Vek-
torraumstruktur und der von K{[z]] ererbten Multiplikation heifit der Polynomring
K|z] tiber K (Selbstverstandlich kann man auch einen anderen Buchstaben als z fiir
die Unbestimmte benutzen.)

Beachte: Es gilt « - (ag, a1, as,...) = (0,a0,a1,...) insbesondere ist die Multiplikation mit
linear.

Ubung 1.1. Sei a € K[[z]]. Zeige (z. B. durch Induktion), dass

to » K[[z]] = Kl[z]] : b— ab

eine lineare Abbildung ist. Diese ist genau dann injektiv, wenn a # 0 gilt.

Beispiel 1.9 (Schriftliche Multiplikation ohne Ubertrag). In Q[z] berechnen wir ab mit
a:=(1,2,0,1,0,0,...) =1+ 2x+ 12 und b := (4,3,2,1,0,0,...) = 4 + 3z + 22% + 2%

4 2 0 0

O O 00 W

oo O O
Ol O = =
Qw O NN O
NN OO
=0 O O
oI O O
OO O OO

0
0
0
4

—_
—_

d.h.ab=(4,11,8,9,5,2,1,0,0,...) = 4 + 11z + 8% + 92 + 5z* + 22° + 2°.
Bemerkung 1.10.

1.
2.
3.

1:=(1,0,0,...) € K[z] ist neutrales Element der Multiplikation in K[[z]] und in K{z].
za = (0, a9, a4, ...) fur alle a € K[[z]].

Es gilt 2’2/ = 2'*7. Man setzt 2° := 1. (Man sieht, wie die Multiplikation der Monome
z* der Addition der Exponenten entspricht. Man sagt: K|[z] ist die Halbgruppenalge-
bra von von (Z>, +) tiber K.)

Sei a € K|x] ein Polynom vom Grad n, dann gilt
a=ay+ ax + ax® + ...+ az".
Dies liefert eine offensichtliche Identifikation von K mit

{0} U {a € K[z] | Grad(a) = 0}.
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5. K[x]arad<n := {0} U{a € K|z] | Grad(a) < n} ist ein Teilvektorraum von K|z|.
6. Fiir a,b € K[z] — {0} gilt Grad(ab) = Grad(a) + Grad(b).

Jede einzelne Aussage dieser Bemerkung ist sehr leicht zu beweisen und gleichzeitig sehr
wichtig.

Satz 1.11. Sei K ein Korper.

1. K|z] ist ein kommutativer Ring, genauer, eine kommutative K-Algebra.

2. (Polynomdivision als Division mit Rest) Fiir a,b € K[z| mit b # 0 existieren eindeutige
q,r € K|x] mit
a=qb+r, Grad(r)< Grad(b)oderr = 0.

Ende
Vorl. 1 Beweis.

1. Dass die Multiplikation kommutativ ist und wir ein Einselement haben, ergibt sich
direkt aus der Definition der Multiplikation.
Das Distributivgesetz folgt direkt aus der Bilinearitat der Multiplikation.
Es bleibt die Assoziativitidt zu zeigen. Behauptung: a(bc) = (ab)c fiir alle a, b, ¢ € K|z].
Beweis durch Induktion nach Grad(c): Die Behauptung ist sicher richtig, wenn Grad(c)
0. Angenommen sie gilt fiir alle a,b, ¢ mit Grad(c) < n. Wir zeigen, dass sie dann
auch fiir Grad(c) = n + 1 gilt. Zu diesem Zweck schreiben wir ¢ = C + ¢, 12" mit
Grad(C') < n (schlieit den Fall C' = 0 ein). Dann gilt:

a(bc) = a(b(C + cpp1z™))

= a(bC + cypqrbz"™ )
bC) + cpra(bz™t)
ab)C + ¢,y 1(ab)z™
ab)(C + cppz™tt)
ab)c

Q

e R

wobei im entscheidenden vierten Schritt einerseits die Induktionsvoraussetzung und
andererseits eine einfache Beobachtung tiber Verschieben eingeht.

2. Sie kennen vermutlich das Verfahren von der langen Division her, nur dass hier die Si-
tuation einfacher ist, als bei ganzen Zahlen, da man keine Ubertrége hat. Sei Grad(a) =
m, Grad(b) = n. Falls m < n, sind wir bereits fertig mit ¢ = 0,7 = a. Falls nicht, er-
setzen wir a durch a — $22™7"b und belassen b. Nach endlich vielen Schritten ist der
Grad des ersten Polynoms schlieflich kleiner als n und wir kénnen ¢ = 2™ + ...
sowie " als das letzte der Polynome aus der Folge der a’s ablesen. Soweit die Existenz
von g und r.

Zur Eindeutigkeit: Sei a = ¢'b + ' mit Grad(r’) < Grad(b). Dann folgt

r—r'=(q—q)b

Wire ¢ — ¢’ # 0, dann folgt Grad(r — ') > Grad(b), was ein Widerspruch ist. Also ist
g=¢ undr =r'. ]

Beispiel 1.12. a := 2% — 2 — 1,b = 22 — 2 + 1 € Q[z]. Wir suchen den Quotienten ¢ und
den Rest . Wir haben also

g=-1—z+2°+2"r=—uz

Man vergleiche dieses Schema mit dem von der schriftlichen Division.
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Bemerkung 1.13 (In der Vorlesung iibersprungen). Bei der Bestimmung von ¢ und r
handelt es sich bei der Polynomdivision um das Losen eines linearen Gleichungssystems,
welches bereits in Dreiecksgestalt gegeben ist.

o o0 0 O 1 -1 100 1zt b
o o, 0 1 -1 1000 123 - b
o o0 0 O O O0O0O0©O0 0z - b
0O -1 1 -1 0 0000 —1lx-b
-1 1|-1 0 0 00 00 —-1-b
-1 -1 0 0 O 0100 a

An den Spalten 3 (= 1+ Grad(b)) bis 7 (= 1+Grad(a)) sieht man, welches Gleichungssystem
man losen muss, aus den ersten 2 (= Grad(b)) kann man den Rest bestimmen und die
Losung des Gleichungssystems, also ¢ kann man aus der letzten Spalte ablesen.

Folgerung 1.14. Sei 0 # p € K|[z| von Grad n. Dann bilden die Vielfache von p einen Teilraum
pK[z] < K[z| und der Faktorraum K|x]/pK|[z] hat K[z|Graa<n als Vertretersystem. Mit anderen
Worten:

Klz] = K[z]arad<n ® pK|[x].

Beweis. Jedes f € K|x]laf3t sich eindeutig schreiben als f = gp+r mitr, ¢ € K[z], Grad(r) <
n = Grad(p). Also ist K[z] = K[z]grad<n ® pK|z]. Nach dem Homomorphiesatz ist somit
Kz|/pK[x] = K|%]Graa<n, Was man ganz konkret so verstehen kann, dass jede Restklasse
f + pK|z] einen kanonischen Vertreter r = f — pq € f + pK|[z] hat, mit Grad(r) < n. Il

Bemerkung 1.15. Seip = ag + a;z + ...+ a, 12" ' + 2" € K|x]. Die Multiplikation mit
x induziert einen Endomorphismus von K |z]/pK|z]

o'+ pK(x] — 2" + pK[2] firi = 0,...,n — 1,

und
"+ pK[a] = 2" 4 pK[e] = —ag — iz — ... — a2 4 pKla]

Beweis. Dass die Multiplikation mit x auf K[z| linear ist, wissen wir schon. Wir miissen
zeigen, dass sie eine wohldefinierte Abbildung von K[z|/pK|z] in sich induziert, die dann
nattirlich automatisch linear ist. Sei also r +pK[z| = s+pK|x] fiir zwei Elemente r, s € K|x].
Behauptung: zr +pK|z] = vs+pK|z]. Beweis: r —s € pK|[z|, also xr —xs = z(r—s) € pK|z],
also zr + pK[z] = xs + pK|[z]. Der Rest ist klar. O

Schreibweise. Fiir a + pK|[z] = b+ pK|[z] schreiben wir oft a = b (mod p).

Ubung 1.2. Zeige 2! =z (mod 2% + 2 + 1).
Hinweis: Rechne erst modulo 22 — 1.

Ubung 1.3. Zeige, dass der Potenzreihenring K[[z]] ein kommutativer Ring mit 1, sogar
kommutative K-Algebra ist. Man beachte, dass bei der tiiblichen Schreibweise fiir a €
K[[z]] als Potenzreihe

a= Z a;x’
=0

es sich um eine formale Schreibweise handelt. Im algebraischen Sinne sind Summen mit
unendlich vielen Summanden nicht definiert.

Ubung 1.4. Zeige: Elemente a = Y. a;7° € K[[z]] mit ay # 0 sind invertierbar. Modi-
tiziere das Schema des letzten Beispiels um ein Schema anzugeben, wie man die ersten n
Glieder von a~! ausrechnen kann. Gibt es Alternativen? Betrachte (1 —z)~!. Betrachte auch
(1—z—2*)"1 =37 a;x". Zeige: ap = a1 = L und a;10 = a; + ;41 fir i > 0.

Springe
Kap. 0
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Inzwischen sollte die Parallelitit vieler Eigenschaften von Z und K [z] klar sein:

1. In Z gilt |ab| = |al||b], in K|z] gilt Grad(ab) = Grad(a) + Grad(b), insbesondere hat K [z]
auch einen Quotientenkorper.

2. In beiden Ringen haben wir Division mit Rest und damit hat K[z| auch einen erwei-
terten BUKLIDischen Algorithmus (siehe 2. Ubungsblatt), grofite gemeinsame Teiler
sind definiert und eindeutig bis auf Faktoren vom Grad 0. Weiter hat man auch das
Analogon von Primzahlen in K[z]: irreduzible Polynome, also solche, die nicht als
Produkt von zwei Polynomen echt kleineren Grades geschrieben werden kénnen.

3. In Analogie zu den Restklassenkérpern F, := Z/pZ fiir Primzahlen p (siehe 2. Ubungs-
blatt), hat man Restklassenkorper K|[z]|/pK|x] fiir irreduzible Polynome p = p(z) €
Klz].

Ubung 1.5. Ausgehend von einem Korper K konstruiere aus dem Polynomring K[x]
einen Korper K (z) in Analogie zu der Konstruktion von Q aus Z.
Hinweis: K(z) := (K[z] x (K[z] — {0}))/ ~ mit (p,q) ~ (r,t) genau dann, wenn pt = qr-.
Man nennt K (z) den Korper der rationalen Funktionen tiber K.

Satz 1.16. Sei p € Klz], p # 0, Grad(p) > 1. Dann ist K[z|/pK|x] durch vertreterweise
Addition und Multiplikation ein Ring. Ist p € K[xz] irreduzibel, d.h. n := Grad(p) > 0 und p hat
keine Teiler in K[x] von Grad g mit 0 < g < Grad(p), so ist K[z]/pK|x] ein Korper.

Beweis. K|[z] ist assoziative, kommutative K-Algebra mit Eins, so dass sich die meisten
Gesetze auf die Restklassenalgebra K|[z|/pK[z] sofort vererben. Jedoch ist die Wohldefi-
niertheit der Multiplikation zu zeigen. Sind a,d’, b,V € K[z] mit a = o' + pu,b =V + pv so
gilt

ab = (a' 4+ pu)(' + pv) = 't + p(ab’ + a'v + puv) € 'V’ + pK|z]

Ist nun p € K|z| irreduzibel, so ist jedes Element # 0 invertierbar: Sei also a € K|x] mit
a # 0in K[z]/pK]|z]. Da p irreduzibel ist, liefert der erweiterte Euklidische Algorithmus
o, € K[z] mitaa+ fp = 1. Es folgta! =a. O

Beispiel 1.17.

1. Neue Konstruktion von C: In R[z] ist p = 2 + 1 irreduzibel. Bezeichne die Restklasse
von z mit Z. Dann gilt somit 72 = —1. Die Element von R[z]/pR[z] sind gegeben durch
a+ bz mit a, b € R. Es gilt

(a+bT)(c + dT) = ac — bd + (ad + bc)T

d.h. wir haben den komplexen Zahlkorper neu konstruiert.
Ubung: Benutze den EUKLIDischen Algorithmus um a + bZ zu invertieren.

2. Korper mit vier Elementen: In Fy[z] ist p = 22+ 2+ 1 irreduzibel. Damit ist Fy[z]/pF2[z]
ein Korper mit vier Elementen: 0,1,7,1 + 7.
Ubung: Man gebe die Additions- und Multiplikationstabellen an.

3. (Q[v/2]) Das Polynom z* — 2 € Q[x] ist sicher irreduzibel, da es sonst einen Teiler der
Form z — a mit ¢ € Q hitte. Indem man eine Primfaktorzerlegung fiir Zahler und

Nenner ansetzt kommt man wegen a* = 2 schnell zu einem Widerspruch.
Also ist Q[z]/(2* — 2)Q][x] ein Korper. Setze (v/2 :=)7 := x + (z° — 2)Q[z].
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Aufgabe: Bestimme die Normalform von (z2 + 7 + 1)
Losung:
2= -1@@*+r+1) -1,

Nach einem einschrittigen EUKLIDischen Algorithmus erhalten wir also
(T +T+1) ' =-1+7

oder

1
=142
V221

Mit dem Begriff der Irreduzibilitdt von Polynomen ist der der Wurzel eng verbunden.

Ende

Bemerkung 1.18. Sei K ein Korper und A eine assoziative K-Algebra (also z.B. A = K Vorl. 3

oder A = K™*™).

1. Fiir jedes a € A ist durch z* — a' eine lineare Abbildung ¢, : K[z] — A : p — p(a)
definiert (genannt der Einsetzungshomomorphismus), sogar ein K-Algebrenisomor-
phismus.

2. Ein Element a € K heifst Wurzel des Polynoms p, falls p(a) = 0, also ,(p) = 0.

3. Fiir a € K ist Kern(e,) = (z — a) K[z]. Insbesondere gilt p(a) = 0 genau dann, wenn
(x — a) ein Teiler von p ist.

4. Ein Polynom vom Grad n hat hochstens n verschiedene Wurzeln in K.

5. Eine Abbildung f € K heiit Polynomfunktion, falls ein p € K[z| existiert mit
f(a) = p(a) fiir alle a € K. In diesem Fall heifit f =: f, die von p induzierte Polynom-
funktion. Es ist

e:K[z] » KX :p— f,

ein K-Algebrenhomomorphismus. Das Bild bezeichnen wir mit PolFu(K). Die Ab-
bildung ist genau dann surjektiv, wenn K endlich ist. Die Abbildung ist genau dann
injektiv, wenn K unendlich ist.

Beweis.

1. Ist f =31, fix' € Kz],s0iste,(f) = D1, fia" € A. Die so gegebene Abbildung ¢, :
K[z] — A ist wohldefiniert, da durch das Polynom f = (fo, fi,.- ., fa,0,...) € K%z0
seine Koeffizienten f; eindeutig bestimmt sind und die Potenzen von a Elemente des
K-Vektorraums A sind.

g, ist linear: Seien [ = Y " fir',g = > " g;x; € K(z], h,k € K, wobei wir nach
Ergdanzung von Nullen ohne Einschrankung annehmen diirfen, dass m = n ist. Dann
ist

ca(hftkg) =) (fitkg)a' =) hfia+kgia' =hY_ fid'+k Y~ gia" = hea(f)+kea(g).
i=0 i=0 i=0 i=0
Dass es ein K-Algebrenisomorphismus ist, ist nun vollig analog.

2. Ist eine Definition.

3. Ubung: Division von p durch (z — a) mit Rest p(a).
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4. Sind ay, . .., a, paarweise verschiedene Wurzeln von p, so gilt (z — ;) teilt p fiir i =
1,...,s. Dadie (z — a;) paarweise verschiedene irreduzible Polynome sind, ist auch
das Polynom [];_,(z — @;) vom Grad s ein Teiler von p und somit Grad(p) > s.

5. Ubung.
O]

Ubung 1.6. Sei p € K[z] vom Grad 2 oder 3. Zeige: p ist genau dann irreduzibel, falls p
keine Wurzeln (in K) hat. Was ist bei Polynomen vom Grad 4?

Ubung 1.7 (LAGRANGEinterpolation). Seien ay,...,a, € K beliebige Elemente und
51,...,8, € K paarweise verschiedene Elemente. Man zeige: Es existiert genau ein p €
K[x]grag<n mit p(s;) = a; fur i = 1,...,n. (Hinweis: Setze ¢ := (x — s1)...(x — s,) und
arbeite mit den —£-.)

r—s; "

Ubung 1.8. Definiere die Vielfachheit einer Wurzel.

Ubung 1.9. Gib Normalformen der Elemente von K (x)/K[z] an. Was versteht man un-
ter Partialbruchzerlegung?

Definition 1.19. Ein Korper K heifst algebraisch abgeschlossen, falls jedes nicht kon-
stante Polynom {tiber K eine Wurzel hat, d.h. falls jedes Polynom in Linearfaktoren zerfallt.

Wir zitieren ohne Beweis:

Hauptsatz 1.20 (GAUSS , sogenannter Fundamentalsatz der Algebra). Der Korper C der
komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

Bemerkung 1.21.
1. Sei R ein kommutativer Ring. RZ20 =: R|[[z]] mit der bekannten Multiplikation heif3t

der Potenzreihenring tiber R und entsprechend R[z]| der Polynomring {iber R. Beides
sind kommutative Ringe.

2. Nimmt man in 1.) R := K[t] den Polynomring in ¢ {iber dem Korper K, so erhélt man
K[t,z] :== K|t|[z], den Polynomring tiber K in ¢, z, eine kommutative K-Algebra. Es

gilt:
Klt,z] = Kz, 4] : > (O ait)a =Y (O a2/t
7 7 7 7
is ein K-Algebrenisomorphismus. Man nennt das maximale ¢ + j mit @, ; # 0 auch

den Gesamtgrad oder einfach Grad des Polynoms ), - a; jt'z’.

3. Analog konstruiert man K{[t,z]] := K[[z]][[t]] und sieht dass diese K-Algebra zu
K[|z, t]] isomorph ist.

Ubung 1.10. Sind K[[t]][z] und K[{][[«]] auch isomorph, und zwar durch einen Isomor-
phismus, der Isomorphismus von 1.21 2) forsetzt?



Kapitel 2

Endomorphismen

Schreibweise.

o Wir setzen € f5 := MS(f).

e idy ist die Identitdtsabbildung auf V.

e Anstelle von K" schreiben wir ab und zu K™*!.

e Die zur Matrix A € K™*" zugehorigen linearen Abbildung K™™' — K™*! b — Ab
bezeichnen wir mit A.

1 Der Endomorphismenring

Lernziel: Matrizen von Endomorphismen, Ahnlichkeit von Matrizen, Einsetzungshomo-
morphismus, Minimalpolynom und seine Berechnung, Begleitmatrizen.

Definition 2.1. Sei V ein K-Vektorraum . Dann heift
End(V) := Hom(V, V)

zusammen mit der Addition von linearen Abbildungen und der Komposition der Endo-
morphismenring von V.

Die Endomorphismen von V bilden einen Ring mit idy als Eins, der fiir Dim V' > 1 nicht-
kommutativ ist. Die invertierbaren Elemente bilden die Einheitengruppe des Ringes, die
wir bereits frither als generelle lineare Gruppe GL(V) bezeichnet haben. Was bewirkt die
Festlegung einer Basis?

Bemerkung 2.2. Sei B € V" eine Basis von V. Dann ist
End(V) — K™ : o — Ba®

ein K-Algebrenisomorphismus.

Unser Thema ist weniger die algebraische Struktur von End(V) als Ring sondern vielmehr,
wie wir vorgegebene Endomorphismen besser verstehen konnen, indem wir die Basis B
so wahlen, dass die Matrix eine besonders einfache Gestalt annimmt. Am einfachsten ist
Diagonalgestalt. Dabei ist zu beachten, dass nur eine Basis gewéhlt wird, beziiglich der
sowohl Urbilder als auch Bilder ausgedriickt werden. Zuerst rekapitulieren wir, wie ein
Basiswechsel sich auswirkt:

13
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Bemerkung 2.3.

1. o € End(V)und B, B’ € V" Basen von V. Es gilt
BB = (BiqBy-1. BoB  Bigh'

2. Zwei Matrizen A, A’ € K™*" heiflen dhnlich wenn es eine Matrix C' € GL(n, K) exi-
stiert, mit A’ = C~'AC. Die Aquivalenzklassen heiflen Ahnlichkeitsklassen. Insbe-
sondere sind o und &'a# dhnlich.

Es ist recht schwierig, trennende Invarianten oder Normalformen fiir die Ahnlichkeitsklas-
sen anzugeben. Dies wird fiir algebraisch abgeschlossene Korper im dritten Kapitel ge-
schehen und fiir allgemeine Korper wahrscheinlich erst in der Algebravorlesung im drit-
ten Semester. Aber wir kdnnen jetzt schon einige erste Schritte unternehmen. Klar ist, dass
dhnliche Matrizen denselben Rang haben. Eine zweite einfache Invariante ist die Spur.

Definition 2.4.
1. Fur A € K™ heiit Spur(A) := > | A;; die Spur der Matrix A.

2. Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum. Fir o € End(V) definiert man die
Spur von « als
Spur(a) := Spur(®a”)

tiir irgendeine Basis B € V" von V.
Bemerkung 2.5.

1. Fir A € K™ und B € K™*™ gilt:

Spur(AB) = Z A;;Bj; = Spur(BA).
1,J

2. Fur Ae K™™und g € GL(n, K) gilt

Spur(g~'Ag) = Spur(A).

3. Spur(a) fiir @ € End(V) ist wohldefiniert.
Beweis.

1. Klar.

2. Aus 1.: Spur(g~*Ag) = Spur(gg—'A) = Spur(A).

3. Aus 2. und 4.1. O

2 Das Minimalpolynom

Hier kommt eine brauchbarere Invariante, die auf einem Test der linearen Abhédngigkeiten
der Potenzen einer linearen Abbildung beruht.

Beispiel 2.6. Wir halten folgende Spezialfille von Einsetzhomomorphismen fest:
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1. Fir A € K™"und p = p(z) = ap + a1z + ... + agz? € Klx] sei p(A) definiert als
p(A) == apl, + a1 A+ ...+ agA?. Weiter heif3t
ea: K[z = K™ :p — p(A)
der Einsetzungshomomorphismus zu A.

2. Fira € End(V) und p = p(z) = ag + a1z + ... + agz? € K|z] sei p(«) definiert als
p(a) == agidy +aja + ... + agad. Weiter heif3t

£o : K[z] = End(V) : p — p(a)
der Einsetzungshomomorphismus zu a.

Bemerkung 2.7. Ist A € K™*" soist €4 ein K-Algebrenhomomorphismus, d.h. fiir p, ¢ €
Klz]und a,b € K ist

ealap+bq) = aca(p) + bea(q), ealpq) =ea(p)eal(q).

Ist « € End(V) so ist ¢, ein K-Algebrenhomomorphismus.

Lemma 2.8.

1. Ist A € K™*", so gibt es genau ein normiertes Polynom 4 € K[z] mit Kern(es) = paK|z).
Dieses Polynom heif$t das Minimalpolynom von A.

2. Ist V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und o € End(V), so gibt es genau ein nor-
miertes Polynom y, € K[z| mit Kern(e,) = poK|x]. Dieses Polynom heif$t das Minimal-
polynom von .

Beweis. 2. geht genauso wie 1.

1. Sei s € N minimal, so dass (I,, 4, ..., A®) linear abhdngig im K-Vektorraum K™*"
ist und ag,...,a,_, € K mit A*> + a,_ 1A'+ ... +apl, = 0.Setze a;, = 1 und py =
Yo paixt € Kzl
Behauptung: ji4 K[z] = Kern(ey).

C:klar, da pua(A) = 0.
D:Sei 0 # g € Kern(es). Dann gibt es a,b € Kz] mit ¢ = apa + b mit Grad(b) <
Grad(pa) = s. Es gilt jedoch

0=q(A) = a(A)ua(A) +b(A) =0+ b(A) also auch b(A) = 0.
Wegen der Minimalitdt von s = Grad(ua) folgt also b = 0. Somitist ¢ € psaK[z]. O
Ubung 2.1. Zeige: Fiir A € K™, g € GL,(K) und p € K[z] ist
plg " Ag) =g 'p(A)g.
Bemerkung 2.9.

1. Der Grad des Minimalpolynoms von A ist das kleinste s € Nmit (/,,, 4, ..., A*) linear
abhéngig. Insbesondere ist das Minimalpolynom wohldefiniert.

2. Das Minimalpolynom, genauer
o K" — Klz] 0 A pa(x)

ist eine Invariante der Ahnlichkeitsklassen in K™*", sprich zwei dhnliche Matrizen
haben das gleiche Minimalpolynom.

Ende
Vorl. 4
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3. Sei @ € End(V), B € V" eine Basis von V und A = Ba? € K™". Dann sind die
Minimalpolynome von a und A gleich:

fa () = pa().
Beweis. Ubung. O

Beispiel 2.10.

1. Sei A = 0 € K™ die Nullmatrix. Dann gilt yio(x) = . Entsprechend i, = x, wobei
wir mit 0y, den Nullendomorphismus bezeichnet.

2. Sei A =1, € K™*". Dann gilt i, () = x — 1 fiir n > 0. Entsprechend 44, = = — 1 falls
YV #{0}.

2 0

3. SelA:(O 5

) € Q*?. Dann gilt s = (x — 2)(z +5).

4. Sei V = (sin,cos) < R der von Sinus und Cosinus erzeugte Teilraum von R¥ und
0 € End(V) die Ableitung. Dann gilt O(sin) = sin’ = cos linear unabhédngig von sin,
und 9%(sin) = — sin und 9?(cos) = — cos, also yp(x) = x*+1. Man beachte, wir erhalten
dadurch eine neue Realisierung der komplexen Zahlen C = Rz]|/(2? + 1)R][z] als den
Teilring von End(V) = R?**?, der als R-Vektorraum von idy und 9 erzeugt wird.

5. Im Allgemeinen gilt fiir A € K™*™:
K[A] == (I,, A, A%, ...  A®) = Bild(e4) = K|[x]/ Kern(ca) = K[z]/uaK]|7]
als K-Algebra.

Lemma 2.11. Sei o € End(V) und U <V ein a-invarianter Teilraum, d.h. a«(U) C U. Dann
definiert o zwei lineare Abbildungen:

B = oy € End(U) und v € End(V/U),v(X +U) = a(X) + U.

Es gilt
kgV (g, ki) | o | sty
d.h. kgV (pg, ) teilt po, und pu, teilt jugp..

Beweis. Es giltist s K[X]| = Kern(eg), insbesondere ist jedes Polynom f € K[X]| mit f(3) =
0 durch p4 teilbar. Jetzt gentigt es zu beobachten, dass . (5) = 0 da

fa(B) = Na(OC)Iu'

Also gilt s teilt p,. Es ist leicht einzusehen, dass v wohldefiniert ist und p,(y) = 0 gilt.
Daraus ergibt sich die erste Teilbarkeitsrelation.
Fiir die zweite Teilbarkeit sei X € V. Dann gilt

(i (@) (X) = ps(@) (17 (@) (X)) = ps(@) (V) = 0
wobei Y = 1, (a)(X) € U ist und daher p5(a)(Y) = ps(8)(Y) = 0. O

Bemerkung 2.12. Lemma 2.11 liest sich fiir Matrizen wie folgt: Sei A = ( g 2, ) €
K™ ™ mit quadratischen Matrizen B und C. Dann gilt

kgV(uc, ug) | nalpspc,
d.h. kgV(,uC, MB) teilt A und HnA teilt uplc.
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Beispiel 2.13. Sei V endlich erzeugter K-Vektorraum und o € End(V). Wahle 0 # V' €
V und schreibe die erste lineare Abhéngigkeit von (V,a(V),a?(V),...,a" 1(V),ak(V)) €
Vi mit k minimal als Polynom:

agV + a1o(V) + ...+ ap_10" (V) + 10 (V) = 0

und definiere q := ag + a1 + ... + a2 + 2F € K|[z], so gilt nach der gleichen Beweis-
fithrung wie oben, dass g|u.(x) und, falls (V,a(V),a*(V),...,a*1(V)) =V, so gilt sogar

q = (). Z. B.
1 -2 3
A= -4 0 -4 | Q™
3 =2 1
1
liefert mit dem Vektor V := ( 0 ) € Q%! die Folge
0

B B B 1 1 18 92
(V,A(V), A*(V), A3(V)) = (( 0 ) , ( —4 ) , ( —16 ) , ( —128 ))
0 3 14 100

Man setzt ein lineares Gleichungssystem an und bekommt
32V + 24A(V) 4+ 242(V) = A3(V),

da die ersten drei Vektoren noch linear unabhingig sind, und somit z* — (32 + 24z + 22?) als
Minimalpolynom von A. Man beachte, B := (V, A(V'), A?(V)) ist eine Basis von Q**! und

N 00 32
BAB =11 0 24
01 2

Nicht immer ist die Bestimmung des Minimalpolynoms so schmerzfrei wie bei den obigen
Beispielen. Wir geben daher einen Algorithmus an, der die Bestimmung des Minimalpo-
lynoms eines Endomorphismus « auf die (leichtere) Bestimmung hinreichend vieler Mini-
malpolynome von Vektoren von V reduziert.

Bemerkung 2.14. Sei V endlich erzeugter K-Vektorraum, o € End(V) und 0 # V € V.
Dann gibt es ein kleinstes £ < Dim()), so dass

(V,a(V),a?(V),...,a*(V)) € VFH!
linear abhdngig ist und eine eindeutige lineare Abhingigkeit (ag, ay, ..., ax_1,1) € K* mit
aV +ara(V) + -+ ap1a" (V) + "(V) = 0.

Dann heifst
fay () = ag + a1z + - -+ + ag_y 2" + 2

das Minimalpolynom des Vektors V' beziiglich a. Der k-dimensionale Teilraum W :=
K[a]V == (V,a(V),a?(V),...,a*(V)) ist invariant unter «, d.h. a(W) C W und p, v ()
ist das Minimalpolynom der Einschrankung

BW—=W: W= a(W).

Mit Lemma 2.11 gilt p,, v () teilt p, ().



Ende
Vorl. 5
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Beweis. Ubungsaufgabe. O

Bemerkung 2.15. Sei p = 2% + aq_12%9* + ... + ap € K[r] normiert vom Grad d. Die
Multiplikation mit = induziert eine lineare Abbildung m, auf K[z|/pK|[z|, die beziiglich
der Basis

B=(1,7,7%...,7°") € (K[z]/pK[z])? mitT =z + pK|[x]

die Matrix
00O 0 0 —a
1 00 00 —a
010 0 0 —a
Bmf = M, = 0 01 0 0 —ag c Kdxd
000 ... 120 —Qg—2
000 ... 01 —ag

hat. Diese Matrix heifdt die Begleitmatrix von p. Es gilt p = 115, .

Algorithm 2.16. Gegeben: o € End(V), V endlich erzeugter K-Vektorraum.
Gesucht: Das Minimalpolynom /i, ().
Algorithmus:

1. Wahle V € V\ {0}.
2. Bestimme das Minimalpolynom i, v (z) von V, setze W := K[a|V und p(z) := pov ().

3. Solange W # V, wahle V' € V \ W, und bestimme das Minimalpolynom i, v ().
Ersetze

ple) - dureh RV o () = gngz/(j()wl;Tﬁ?(x))

und
w durch W+ K[a|V = (W, K[a]V).
Falls W # V, wiederhole Schritt 3.

4. Sobald W =V ist, gilt p,(z) = p(z).

Beweis. Der Algorithmus terminiert nach spatestens Dim()) Schritten. Wir zeigen durch
Induktion nach der Anzahl der Schritte, dass das W in jedem Schritt invariant unter o und
p(z) das Minimalpolynom der Einschrankung von a auf W ist. Der Induktionsanfang ist
gerade Bemerkung 2.14.

Induktionsannahme: Fiir das letzte W gilt: WV ist invariant unter o und p(x) ist das Mini-
malpolynom der Einschrankung von a auf W.

Induktionsschritt: Sei nun V' € V \ W. Da W und K|a]V invariant unter « sind, gilt dies
auch fir das Erzeugnis W + K[a]V. Da ji(x) := kgV (u(z), pta,v(z)) sowohl Vielfaches von
p(z) als auch von p, v (z) ist, gilt i(a)(U) = 0 sowohl fiir alle U € W als auch fiir alle
U € Kla]V, somit auch fir alle U in dem Erzeugnis der beiden. Ein Polynom r(x) mit
r(a)W + K[a]V) = {0} muss sowohl ein Vielfaches von yu(z) als auch von i, v (z) sein,
also ein Vielfaches des kleinsten gemeinsamen Vielfaches ji(z). [

Ubung 2.2. Zeige, dass Grad(u,(z)) < Dim(V).
Hinweis: Benutze die Beweisidee des Algorithmus. Das Minimalpolynom der Einschran-
kung von a auf W N K[a]V teilt pu(x) und pq, v ().

Man beachte, dass der Algorithmus, wenn er nicht schon nach einem Schritt terminiert, wie
im Beispiel 2.13 der Fall war, dann eine Faktorisierung des Minimalpolynoms gleichzeitig
mitliefert. Dies wird sich als vorteilhaft erweisen.
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3 Eigenvektoren und Diagonalisierbarkeit

Lernziel: Eigenwerte und Eigenvektoren, Beispiele von Eigenvektorbasen, diagonalisierba-
re Matrizen.

Definition 2.17. Sei o : V — V Endomorphismus des K-Vektorraumes V.
1. Ein a € K heifit Eigenwert von «, falls ein Vektor V' € V existiert mit
a(V)=aV und V # 0.
In diesem Fall heifst I Eigenvektor und
E.(a) = E(a) := Kern(a — aidy)

der Eigenraum zum Eigenwert a von a. Eine Zahl a € K ist also genau dann Eigen-
wert von o, wenn E,(A) # {0}, also genau dann, wenn es einen Eigenvektor von «
zu a gibt.

2. Ist E eine Basis aus Eigenvektoren beziiglich o von V, so heifst £ auch eine Eigenvek-
torbasis fiir a.

3. Wir nennen « diagonalisierbar, falls eine Eigenvektorbasis fiir a existiert.

4. Vermoge des K-Algebrenisomorphismus
T K™ 5 End(K™), A A

lassen sich die Begriffe auf quadratische Matrizen tibertragen: Fiir A € K"™*" heifst
ein Vektor X € K"*!'\ {0} Eigenvektor von A zu a € K, falls AX = aX gilt und
E.(A) ={X € K™! | AX = aX} der Eigenraum von A zu q, etc.

Ubung 2.3. Sei A € K"*". Zeige:

1. Fir g € GL,(K) ist g ' Ag genau dann eine Diagonalmatrix, wenn die Spalten von g
eine Eigenvektorbasis von A bilden.

2. Der Endomorphismus A (bzw. die Matrix A) ist genau dann diagonalisierbar, wenn
eine Matrix g € GL, (K) existiert mit g~' Ag eine Diagonalmatrix.

Beispiel 2.18. Seien sq,...,54 € K genau d verschiedene Elemente von K und p :=
(x —s1) -+ (z — s4) € K[z]. Dann ist

(q1,-..,qq) mitq; :=p/(x — s;) € K[x]

eine Basis von K|[r]graq<qg und somit E = (q1,...,q) € (K[z]/pK[z])? eine Basis von
Klz]/pK|x]. Wegen (z — s;)q; = p sieht man sofort 7q; = s,g;, d.h. die Matrix von m,, beziig-
lich der Basis F hat Diagonalgestalt:

s 00 0 0 0
0 so O 0 0 0
Emf = Diag(s1,...,84) = L :
0O 0 0 ... 0 s41 O
0 0 O 0 0 sq4

Jedes @; ist also Eigenvektor von m, zum Eigenwert s;.
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Satz 2.19. Sei « : V — V Endomorphismus des endlich erzeugten K-Vektorraumes V. Genau
dann ist a € K Eigenwert von «, falls a Wurzel des Minimalpolynoms ist (d.h. p,(a) = 0).

Beweis. Sei a Eigenwert von «, d.h. E,(a) = Kern(a — aidy) # {0}. Dann induziert « auf
E,(a) die lineare Abbildung # = Multiplikation mit a. Diese hat  — a als Minimalpolynom.
Wegen Lemma 2.11 ist also a Wurzel von p, ().
Sei umgekehrt a € K Wurzel von f,(x), also p.(x) = (¢ — a)q fir ein ¢ € K[z]. Ange-
nommen FE,(a) = {0}. Dann ist der Kern von a — aidy gleich 0, also o — aidy bijektiv.
Insbesondere

fa(a) = 0 genau dann, wenn ¢(«) =0,

was der Definition von p,(z) als Minimalpolynom widerspricht. O

Beispiel 2.20. Sei )V ein 2-dimensionaler R-Vektorraum mit Basis B € V? und Endomor-
phismus « € End(V), so dass
B B O 1
oo (00,

Man sieht sofort, dass 11, (2) = 2> —1 das Minimalpolynom ist, also 1 und —1 die Eigenwerte
sind. Die Koordinatenspalten ?V der Eigenvektoren zu Eigenwert 1 bzw. —1 bekommen
wir durch Losen des linearen Gleichungssystems

(Paf — L)X =0bzw. (Pa®? + L)X =0

und erhalten
E.(1)={V|BV = < " ) ,a € R}und E,(—1) = {V | BV = ( . ) ,a € R}.

Also eine mogliche Eigenvektorbasis £ ist gegeben durch die Spalten der Matrix

. 11
BldVE:(l —1)’

wobei man aber auch jede Spalte durch ein Vielfaches # 0 ersetzen kann. Jedenfalls liefert
diese oder eine in dieser Weise modifizierte Eigenvektorbasis die Matrix

a_(o_l),

fiir o, und zwar ohne jede weitere Rechnung. Insbesondere braucht die Inverse ”id,” =

3 ( i _1 ) von 7 id,” nicht berechnet zu werden.

Beispiel 2.21 (Projektionen). Eine Projektion ist eine Abbildung 7 € End(V) mit 7% = r.
Sieht man von den Grenzfillen 7 = idy, und 7 = 0, ab, so heif$t dies, dass 22 — z = z(z — 1)
das Minimalpolynom von 7 ist. Offenbar sind 0 und 1 die Eigenwerte von 7 und aus idy =
7+ (idy —m) folgt, dass V = E,(0) & E.(1) gilt mit E.(0) := Kern(m) = Bild(idy —7) und
E.(1) := Kern(m — idy) = Bild(x). Z.B. sieht man die letzte Gleichheit so: (7 — idy) o m = 0
besagt, dass Bild(7) < Kern(m — idy). Umgekehrt ist X € Kern(nm —idy) <= n(X) - X =
0 < X =7(X), also X € Bild(n). Die Trivialitdt des Durchschnittes E.(0) N E.(1) folgt
daraus, dass kein Vektor ungleich Null Eigenvektor zu zwei verschiedenen Eigenwerten
sein kann.

Insbesondere hat man eine Eigenvektorbasis F fiir 7 mit “7¥ = Diag(1,...,1,0,...,0).

Dim E(1) Dim E(0)
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Lemma 2.22. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und o € End(V). Sei 7 € End(V)
eine mit « vertauschbare Projektion, d.h. 7 = 7 und o o m = 7 o a. Dann sind Kern(rw) und
Bild(7) = Kern(m — idy,) beides a-invariante Teilrdume von V und V = Kern(nw) &; Bild().

Beweis. Ubung. O

ﬂbung 2.4. Seien V ein endlich erzeugter K-Vektorraum, o € End(V) und V =71 &; T5
eine a-invariante direkte Summenzerlegung mit o; = a;; : 7; — 7;. Dann ist p, =
kgV (ftay, oy ). Vergleiche diese Aussage mit Lemma 2.11. Formuliere analog zu Bemer-
kung 2.12 die ,,Matrixversion” dieser Aussage aus.

Satz 2.23. Sei V endlich erzeugter K-Vektorraum und o € End(V) mit Minimalpolynom
po(z) € Kz

1. Ist po(x) = pr(x)pa(x) mit py, pa € K|x] teilerfremd von positiven Graden und normiert, d.h.
ggT(p1, p2) = 1, dann gibt es eine mit o vertrigliche direkte SummenzerlequngV = T, & T,
sodass a; : T; = T; : T+ «(T) Minimalpolynom p; fiir i = 1,2 hat. Insbesondere hat o
Blockdiagonalgestalt fiir angepafSte Basen B von V.

2. Ist po(x) = [IL, pi mit p; € Klx] paarweise teilerfremd und normiert, dann gibt es eine
mit « vertrigliche direkte Summenzerlegung V = EBf:l Ti,sodass o; == oy, + Ti = T;
Minimalpolynom p; hat.

Bemerkung 2.24. V = @, 7; bedeutet, dass sich jedes X € V eindeutig schreiben 148t

als X = 37, X; mit X; € 7;. Aus der linearen Algebra I (oder als leichte Ubung) wissen
wir, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

1. V= @?:17;

2. Sind B; Basen von 7; (i = 1,...,d), so ist B = U%_, B; eine Basis von V (eine solche
Basis heifst eine an die Zerlegung angepasste Basis).

3. V=Ti+T+...+T;=: Zle 7. Der Vektorraum YV wird also erzeugt von den 7; und
furjedes j € {1,....d}ist T; N (32,; Ti) = {0}

Beweis von Satz 2.23. Wir tibertragen eine Polynomrechnung in eine Rechnung mit Endo-
morphismen vermoge des Einsetzhomomorphismus K[z] — End(V) : p(z) — p(a), wel-
cher nach dem Homomorphiesatz einen Monomorphismus K [x]/p,K[z] — End(V) indu-
ziert.

1. Wegen der Teilerfremdheit liefert der EUKLIDische Algorithmus Polynome ¢;, ¢, €
Klz] mit 1 = qip1 + gapa- Setze m := (gop2)(@) = g2(a) o pa(a) und m3 = g1 () o pi () =
idy —71.

Dann gilt fiiri = 1, 2:
(a) T + mp = idy, denn 1 = q1p1 + qapo.
(b) m; o @ = « o m;, denn ¢;p;x = xq;p;; insbesondere sind Kern(m;) = Bild(ms) und
Kern(my) = Bild(;) beides a-invariante Teilraume.
(c) m oMy = my 0w = 0 da p;(a)p2() ein Faktor von beiden ist.
(d) 72 = m;, denn
mom =mo(l—mg) =m —m oM =1

Also ist 7; eine mit a vertauschbare Projektion und man erhélt mit dem vorigen Lem-
ma die a-invariante direkte Summenzerlegung

V = Bild(m,) @; Bild(m) = T, @ T2

wobei 7; := (V). Wegen T, = Kern(m;) und 7, = Kern(m,) folgt (leichte Ubung),
dass p; das Minimalpolynom von «; := ay7; : T; — 7T; ist.
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2. Aus 1. durch Iteration. ]
1 10

Beispiel 2.25. SeiA= | 0 1 1 | € F3**. Dann ist
1 0 1

(El, AEl, A2E1, ABEl) —

[eo BN el
_ o~
O R =
= —_ O

also piap, =2* + 2 +x =x(2® + x4+ 1) = pa,
geT(z, 2 +2+1)=1=(z+ Dz + (2* +2+1).
Alsoistm = A2+ A+1und m = A*+ A = [; — m;. Beziiglich geeigneter Basen von Bild ()
- )). Es ist Bild(r;) =
Kern(m) eindimensional, Bild(r;) = (E, + AFE; + A%E; = (1,1,1)"). Eine geeignete Basis
von Bild(7,) erhélt man als (A?E; + AE; = (0,1,1)", A(A*E, + AE)) = AFE, + A’E, =
(1,0,1)", so dass g~ ' Ag = Diag(0, ( (1) } )) mit g = 1 (1) (1) € GL;3(F;). Wieso gilt
11 1

und Kern(7;) hat A die Gestalt Diag(0, Mxz2,x.1) = Diag(0, <

Bild(r,) = Bild(A)?

Beispiel 2.26. Sei V ein 6-dimensionaler Fy-Vektorraum mit Basis B und o € End(V)
mit

111 - -1
1 - 1111
B B __
@ = 11 - 1 -
1 -1 -1
11 - -1

Wenn wir a und seine Potenzen auf B; anwenden, sind die Koordinatenspalten der resul-
tierenden Vektoren die Spalten der folgenden Matrix:

1 -1 - -1

1 .

1 11
- - 11
1 - 11

1

Die ersten 5 Spalten sind noch linear unabhéngig, die letzte ist abhéngig von den ersten 5
und wir erhalten 1 + z* + z° als Teiler des Minimalpolynoms. 1 + z* + z° hat keine Wurzeln
in Fy, aber 1 + x + 22 als irreduziblen Teiler, so dass wir

1+a2t+2° =14z +2)(1 42+ 2°)
bekommen. Wenn wir geeignete Basen gefunden haben, so dass die Matrix von o Blockdia-
gonalgestalt hat, wird 1+x+2* den Diagonalblock ( (1) } ) betragen und 1+z+2* den Dia-

001

gonalblock [ 1 0 1 |.Eskannhochstensnoch ein Diagonalblock vom Grad 1 dazukom-
010

men. Wenn wir Spuren vergleichen, kommen wir zu dem Schluss, dass es (0) sein muss.
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Insbesondere sollte 0 Eigenwert sein. Man tiberzeugt sich davon, dass z(1+z+2?)(1+z+2?%)
das Minimalpolynom von « ist und weif3, dass es eine Basis C' gibt mit

0 1
C C_ 1
a —Dlag(0,<1 1),

Wie bestimmt man nun * id,{'? Der Weg, die Projektionen in die Komponenten mit Hilfe des
EUKLIDischen Algorithmus auszurechnen, ist langwierig, weil man ja die Matrix einsetzen
muss, aber moglich:

001
101 ]).
010

l=0+2)r+ (1 +z+2?)
wird mit 1 + x + 2*® multipliziert und in
l=azx(1+x+2°)+ (1 +2)(1+z+ 2°)
eingesetzt ergibt
l=ax(l+a+2)+ (1 +2)r(1+x+2°)+ (1 +2)1+2+2°) (1 + 2+ 2%)

Statt nun « in jeden der drei Summanden einzusetzen, um die Projektionen zu bekommen
kann man sich damit begniigen, nur jeweils einen Vektor in Bild(a o (1 + a + «?)), Bild(a o
(14 a+a?)), Bild((1+a+a?)o(14+a+a?)) zu bestimmen. Dies bekommt man mit einer sehr
schmerzfreien Rechnung, weil die o’(B;) schon bekannt sind. In den ersten beiden Fllen
bekommt man die Vektoren mit den Komponenten

1 1
1 1
1 )
. bzw. 1
1
1

jedoch beim dritten Fall leider Null. Also muss man einen anderen Vektor als B; iterieren.
Im vorliegenden Fall kann man sich auch noch anders helfen: Man berechnet Kern(a) =
E,(0). Mit diesen Vektoren erhalten wir nach Umstellung der Komponenten entsprechend
unserer angestrebten Blockdiagonalmatrix fiir a:

-1 -1 11

111 -1 .

- -1 -1

B:1C _
A AT

NI T

111 11
Man wiirde jetzt nicht auf die Idee kommen, nach der Formel “a® = (ZidS;)'BaBPidS End

nachzurechnen, ob wirklich die gewtiinschte Blockdiagonalmatrix herauskommt, sondern Vn le7

orl.

nur liberpriifen, wie sich die Bilder der Spalten vor dem | jeweils aus den vorausgehenden
Spalten (eine, zwei oder drei) linearkombinieren.

1 1 1 11
1 1 1 1 -1
1 1 11
1 11 -1 -1
1 -1

11 1 11
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Folgerung 2.27. Sei V endlich erzeugter K-Vektorraum und o € End(V) mit Minimalpo-
lynom vom Grad d. Genau dann existiert eine Eigenvektorbasis fiir o, wenn p,(x) genau d ver-
schiedene Wurzeln si,...,sq in K hat. (Also p.(z) = Hle(x — s;) fiir paarweise verschiedene
S; € K)

Beweis. Sei I eine Eigenvektorbasis. Aus der Matrix

Ea¥ = Diag(ay,...,a,)

lesen wir sofort das Minimalpolynom als [[_, (z—s;) ab, wo s; die verschiedenen Eigenwerte
a; durchlauft.

Sei umgekehrt i, (z) = [[°_,(z — s;) mit s; € K paarweise verschieden. Wir wenden Satz
2.23 an mit den teilerfremden Polynomen p; := z — s; (i = 1,...,d) und erhalten eine
Zerlegung V = @7, 7; von V in a-invariante Teilraume 7; mit a7, = s, ids. Es ist also
T; = E.(s;). Eine Eigenvektorbasis von V erhdlt man durch Zusammenfiigen beliebiger
Basen der Teilrdume 7. O

Beispiel 2.28. Seien a4, ...,a, € K paarweise verschieden und A € K™*" mit 4;; = q;
und A4; ; = 0fiiri > j,1 <i,j < n (also eine obere Dreiecksmatrix). Dannist 14 = []/_, (z —
a;) (etwa mit Bemerkung 2.12) und A ist diagonalisierbar also dhnlich zu Diag(as, .. ., a,).

4 Das charakteristische Polynom

4.1 Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus

Definition 2.29.
1. Sei A € K™*". Das charakteristische Polynom von A ist y 4(z) = det(zl, — A) € K|z].

2. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und o € End()V). Dann heifdt
Yao(z) = det(zI, — BaP)
das charakteristische Polynom von «, wobei B € V" eine Basis von V ist.

Lemma 2.30. Das charakteristische Polynom x,(x) ist wohldefiniert und hingt insbesondere
nicht von der Wahl der Basis B ab.

Beweis. Man beachte zuerst, z1,, — 2a® € K(z)™" und auf K(z)"*" haben wir eine De-
terminante. Weiter ist das Ergebnis ein Polynom, also in K[z] nach der Leibniz Regel fiir
Determinanten. Schlieflich sei C' € V" eine weitere Basis von V. Dann gilt mit 7 = 7 id.{:

det(zI, — “a®) = det(zl, — T (Pa®)T)

= det(T~ (:1:[ - B B)T)
= det(T)” det(x[ — BaB) det(T)
= det(zl, — BaP)
O
Beispiel 2.31.
1. Ist
ay * *
A 0 ay *
’ *
0 0 a,

soist ya = (v —a1)(z —ag)...(z — an).
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A * .
2. Ist A = < 01 A, >,SO 1St x4 = X4, XA,-

3. Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom.

4. Ist also A diagonalisierbar, so ist

a4 = H (CL’ . a)dimEA(a),
aEEW (A)

wo EW (A) die Menge der Eigenwerte von A bezeichnet.
I"Jbung 2.5. Ist A = al, + bJ, mitb # 0 und

1 ... 1
Jn = e K"
1 ... 1

Zeige: J, und somit A ist genau dann diagonalisierbar wenn nlx # 0. In diesem Fall ist
EW(A) = {a + nb,a} und die Dimension der Eigenrdume ist 1 bzw. n — 1. Also ist x4 =
(x —(a+nb)(x—a)" !, pa = (x — (a+nb))(z — a).

Hier sind die wichtigsten Eigenschaften des charakteristischen Polynoms.
Satz 2.32. SeiV ein endlich erzeugter K-Vektorraum und o € End(V). Dann gilt:

1. xo(z) € Klx] ist normiert vom Grad n = Dim(V). Der Koeffizient von x™! ist gleich
— Spur(«) und der Koeffizient von x° ist (—1)" det(«).

2. a € K ist Eigenwert von « genau dann, wenn x,(a) = 0, d.h. falls a eine Wurzel von x,(z).
In anderen Worten, das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom haben dieselben
Nullstellen®.

3. (HAMILTON-CAYLEY) x,(a) = 0, d.h. das Minimalpolynom teilt das charakteristische
Polynom: o (z)|xa(x).

Beweis.

1. Setze A := PaP und M := zI, — A und fiir jede Teilmenge 7' C n := {1,...,n} sei
Mr € K(xz)™*" gegeben durch die Spalten

R e

Dann ist wegen der Multilinearitdt der Determinante und dem Laplaceschen Ent-
wicklungssatz
Xa(r) = det(M)
= ZTQE det(Mr)
= ZTg@xn_|T| det(—Ajrxr),

wobei det(—Ajryr) fir T = () als 1 zu interpretieren ist. Die erste Behauptung folgt
nun leicht.

2. Kern(a — aidy) # {0} ist dquivalent mit det(a — aidy) = 0, d.h. x,(a) = 0.

1ZUNACHST NOCH IN K, DAHER IST HAMILTON-CAYLEY ist schirfer.
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3. Da xo(z) # 0, ist zI — A € K(x)™™ invertierbar. Sei die Matrix der Kofaktoren? von
xl, — A gleich M € K(x)™*". Nach der Cramerschen Regel ist klar, dass die Eintrage
von M Polynome vom Grad < n — 1 sind, so dass wir schreiben kdonnen:

M=M® 4 aeM® 4 22M® 4 gty

mit M® € K™". Wir wissen wegen der Darstellung der Inversen nach der CRA-
MERschen Regel:

Xo(2)I, = (xI, — A)M
= (¢l — AMO +2MO + 22MO 4 4 gn-1p-D)
= —AMO 4 (M© — AM®) 4+ 22(M®D — AM®) 4 ...

+a" N (M=) — AM®=D) 4 gn M)

Ist nun y,(z) = ap+ amz + ... + a,—12" ' 4+ 2™, so bekommen wir durch Vergleich der
Matrixkoeffizienten der z* aus der letzten Formel

aol, = =AM a1, = M© — AMD .

R 7a’n—1ITL - M(n_Q) - AM(n_1)7 In = M(n_l).

Multiplizieren wir jedes a;/,, mit A’ und summieren auf, bekommen wir eine Telesko-
preihe, d.h. x,(A4) = 0. O

Folgerung 2.33. Ist p € K{z| normiert vom Grad n und A = M, die Begleitmatrix von p,
dann gilt x4 = pa = p. Allgemeiner gilt wegen 4 | xa, dass xa = pa, falls Grad(pua) = n.

4.2 Die Zerlegung in Hauptriume

Bemerkung 2.34. (Erinnerung) Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und o €
End(V). Schreibe das Minimalpolynom i, = []_, p/"* mit p; irreduzibel normiert und paar-
weise verschieden. Setzt man ¢; := [] ki p’jnj , s0 sind die Teilraume

U; = Kern(p;(a)™") = Bild(g;(«)),

a-invariante Teilrdume von V, die wir auch Hauptraume nennen wollen. Es gilt

und fiir a; 1= ayy, ist p1a, = p;**. Ist B; eine Basis von if; (1 < i < {),soist B := (B, ..., By)
eine Basis von V und
BaP = Diag( Bral, ..., Bia").
Beweis. Schreibt man
¢
1= Zai% € Klz],
i=1

so sind die m; = a;()¢;(a) mit o vertauschbare Projektionen. Es ist

Wioﬂjzéijﬂi, dy=m+...4+ 7.

’Die Matrix der Kofaktoren von A € K™*™ ist die nach der Cramerschen Regel eindeutig bestimmte
Matrix B mit (det A)I,, = AB.
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Setze U; := Bild(m;) = Bild(¢;(«v)). Fiir jedes X € V gilt X = idy(X) = Zle mi(X), also ist
V = > U, Weiter ist fur allei € {1,...,¢}

U N> Uy = Bild(r;) NBild(1 — m) = E, (1) N Ex, (0) = {0}
J#i

und somit haben wir eine direkte Summenzerlegung in a-invariante Teilraume
V:Z/ll@@ug

Das Minimalpolynom i, von q; teilt sicherlich p;*, da p;* (o) Bila(g,) = 0. Andererseits teilt

f1o das Produkt []-_; fta, und somit muss s, = p}" gelten. O
Satz 2.35. Sei a € End(V) mit p, = p™ fiir ein irreduzibles normiertes Polynom p € K|x].
Dann gibt es 1 < my,my, ..., ms < m und eine Basis B von V so dass
Mpml * . *
BaB _ 0 Mpm2 *
: . ‘. *
0 LRI 0 Mpms
Insbesondere gilt d := Grad(p) | Dim(V) =: nund xo = p°mit c := my +--- +my = 5 > m.

Schlieflich gilt fiir mindestens eini € {1,..., s}, dass m; = m ist.

Beweis. Eine solche Basis B erhilt man, indem man zunéchst ein 0 £ X; € V wéhlt. Die-
ses X erzeugt einen a-invarianten Teilraum V; < V, V; = (X1, a(Xy), ..., 0%~ 1(X;)) der
Dimension dm; (Ubung: Warum ist die Dimension ein Vielfaches von d?). Auf dem Faktor-
raum V/V; induziert o einen Endomorphismus dessen Minimalpolynom ein Teiler von g,
ist. Dort wahlt man wieder ein 0 # X, + V), bildet den von X, + V) erzeugten a-invarianten
Teilraum der Dimension dm, und setzt V, = (o (X)), o' (Xs)|t € Ny), usw. Die Basis B ergibt
sich dann als

B = (X1, a(Xy),...,a™ (X)), Xy, a(Xy),..., ™ (Xy),..., a1 (X,)). O

Folgerung 2.36. Sei ji,(z) = [[i_, p" eine Zerlegung des Minimalpolynoms in normierte
irreduzible und paarweise verschiedene Polynome p;. Dann gilt x,(x) = Hle p;t mit ¢; > my.
Weiter gilt fiir die Dimension des p;-Hauptraumes U; := Kern(p;" («))

Dim(Y;) = Dim(Kern(p]" («))) = ¢; Grad(p;).

Insbesondere ist y . ¢; Grad(p;) = Dim V.

Ubung 2.6. Zeige Kern(p"(a)) = Kern(pi()) = Bild(g;(a)) = Bild(r;(c)) wobei 7; :=
[z p;’. Man hitte also die Zerlegung auch mit dem charakteristischen Polynom bekom-
men. Man zdhle die Vorteile des Minimalpolynoms auf und entscheide, ob diese durch die

explizite Formel fiir das charakteristische Polynom sowie durch die Dimensionsformel fiir
die Hauptrdume aufgehoben werden.

Beispiel 2.37. Sei

111 - -1
-1 11
. 1 L - 6x6
A= .1 .11 |¢ FS
1 11
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Die Vektoren Fy, AE,, A%Ey, A3F,, A*E; bilden die Spalten der Matrix

1 1

1
1

—_ = .

I
— =
I = T o T N S

1
Man liest ab pap, = 2* + 22 + 1 = (22 + z + 1)%. Der Raum V, := (E;, AE;, A*’E;, A3F))

ist 4-dimensional und enthilt nicht E,. Die Vektoren F,, AE, = (1,0,0,0,1,0)", A%2E, =
(1,0,1,1,0, 1) erfiillen Ey + AEy + A2Ey = (0,1,1,1,1,1) € V;. Setzt man also

1 111 - 1
1 1 1
-1
T .= 11 _
-1 1 1
1 1
so erhilt man
. 1 - 1
1 )
1 - 1 .
-1 -
T AT = 1 1
-1
11

Es gilt ua = p?, x4 = p® wobei p = 22 + z + 1 € Fy[z]. Was muss man machen um eine
Matrix T} zu finden mit 7} ' ATy = Diag(M,z, M,)?



Kapitel 3
Moduln

1 Moduln

Definition 3.1. Sei R ein Ring. Eine abelsche Gruppe (M, +) heifit R-Modul (genauer
R-Linksmodul), falls eine Abbildung

Rx M — M : (r,m)— rm

gegeben ist mit

r(m+n) = rm+rn,
(rs)m = r(sm),
(r4+s)m = rm-+sm
Im = m

fir aller,s € R,m,n € M.
Ist M ein R-Modul, so heifst eine Teilmenge 7" C M ein Teilmodul von ), in Zeichen
T < M, fallsT # () und fir alle t;,t, € T, a € Rauch at, +t, € T gilt.

Man ist versucht zu sagen, dass Moduln Vektorrdaume {iber Ringen sind. Richtig ist natiir-
lich, dass Vektorraume Moduln iiber Kérpern sind.

Ubung 3.1. Zeigen Sie, dass Teilmoduln genau die Teilmengen T von M sind, die mit
der Einschriankung der Addition und Skalarmultiplikation von M auf 7" wieder zu R-
Moduln werden.

Beispiel 3.2.
1. Jede abelsche Gruppe (M, +) ist ein Z-Modul mit

m+4...+m, a>0
—_——

am-=93 —(m+...4m), —a>0
—_— ———

2. SeiV ein K-Vektorraum fiir einen Korper K und ¢ € Endg (V). Dann wird V' zu einem
K[z]-Modul durch die Setzung

p(z)v = (p(¢))(v) fur alle p(z) € Klz],v € V.

Ubung 3.2. Sei ) : R — S ein Ringhomomorphismus und M ein S-Modul. Dann wird
M zu einem R-Modul, durch rm := ¢ (r)m firr € R,m € M.

29
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Ist v injektiv (also R = ¢(R) ein Teilring von S), so nennt man den R-Modul M auch
die Einschrankung des S-Moduls M. Ist ¢ surjektiv (also S = R/ Kern(v)), so nennt man
den R-Modul M auch die Aufblasung (Inflation) des S-Moduls M.

Bemerkung 3.3.

1. Sei M ein R-Modul und 7 eine Menge von Teilmoduln von M. Dann gilt:
N T<Mm
TeT

ist wieder ein Teilmodul von M.

2. Fir X C M so ist das Erzeugnis (X) := [y p<), T der kleinste Teilmodul von M,
welcher X enthalt.

3. Esgiltfir0 # X C M
(X) = {m € M| es existieren k € N,a € R* v € X* mitm = ayvy + - - - + apvp}
und (0) = {0}.

Beweis. zu 3. Man rechnet leicht nach, dass die Menge X auf der rechten Seite ein R-
Teilmodul von M ist. (Die Konvention, dass die leere Linearkombination gleich 0 ist, fiihrt
zu einer Vereinheitlichung der beiden Fille.) Offenbar gilt X C X. Also nach Definition
gilt somit (X) < X. Aber andererseits ist X in jedem Teilmodul von M enthalten, der X
enthélt. Das liefert die Gleichheit. O

Definition 3.4. Fine Abbildung ¢ : M — N von R-Moduln M, N heifst R-Modulhomo-
morphismus, falls
o(rmy + sma) = re(my) + se(ms)

fur alle r, s € R und alle m;, my € M gilt. In diesem Fall heifit die Faser tiber 0
Kern(p) := {m € M|p(m) = 0}
der Kern von ¢.
Bemerkung 3.5.
1. Die Komposition von R-Modulhomomorphismen ist ein 2-Modulhomomorphismus.

2. Istp : M — N ein R-Modulhomomorphismus, so ist Kern(y) ein Teilmodul von M
und Bild(y) := {p(m) | m € M} ein Teilmodul von N.

3. ¢ ist injektiv genau dann wenn Kern(y) = {0} ist.
4. ¢ ist surjektiv genau dann wenn Bild(y) = N ist.

5. Ist ¢ bijektiv (also ein Isomorphismus), so ist die Umkehrabbildung 9071” wieder ein
R-Modulisomorphismus. Insbesondere ist Isomorphie von Moduln eine Aquivalenz-
relation.

6. R-Modulhomomorphismen von M in sich selbst heiflen Endomorphismen. Endz (M) :=
{¢ : M - M | ¢ R — Modulhomomomorphismus } heifit der Endomorphismenring
des R-Moduls M. Es ist Endg(M) ein Ring, im Fall dass R kommutativ ist, sogar eine
R-Algebra.

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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Ende
Vorl. 9

Ubung 3.3. Die Spalten der Matrix A in Z"*" bilden genau dann ein Erzeugendensy-
stem des Z-Moduls Z"*! wenn

A € GL,(Z) = (Z™™)* = {g € Z™" | det(g) € {£1}}.

Die Tatsache, dass R ein Ring ist, erlaubt es uns, beliebige Moduln als Faktormoduln
freier Moduln zu beschreiben und so einen ersten Rahmen zu bekommen, wie man Moduln
konstruiert.

Bemerkung 3.6. Sei R ein Ring.

1.

M = R kann als R-Modul aufgefasst werden durch
Rx M — M : (r,m)—rm (Produkt in R).

Diesen Modul bezeichnen wir mit pR. Er heifst der reguldre R-Modul. Seine Teil-
moduln nennt man auch Linksideale.

Ist M irgendein R-Modul und m € M, dann gibt es genau einen R-Modulhomomor-
phismus
©m : rRR — M mit ¢, (1) = m.

Sind M und N R-Moduln, so auch die direkte Summe M @ N (entspricht dem direkten
Produkt bei abelschen Gruppen in additiver Schreibweise) durch die R-Operation

r(m,n) := (rm,rn) fur allem € M,n € N,r € R.
M @ N heifst die direkte Summe der R-Moduln M und N.

Ist A eine beliebige Menge, so ist R* ein R-Modul mit werteweiser Addition und
Produkt:
RxRY = RY: (r, f) = (ars rf(a)).

Im Falle von A = n schreiben wir R" statt R™.

Beweis.

1.

2.

3.

4.

Klar.

Existenz:
o:rR—=M:r—1rm

ist wohldefiniert und hat die gewtinschte Eigenschaft.
Eindeutigkeit: Sei ¢ ein weiterer Homomorphismus mit dieser Eigenschaft. Dann gilt
fur aller € zrR:

W(r) =(rl) =rY(l) = rm = pp(r), also ¥ = @,.
Ubung.
Ubung. O]

Ubung 3.4. Zeige: Sind A und B disjunkte Mengen, so gilt: R4 & RP = RAYP als R-
Moduln.
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Bemerkung 3.7. Sei A eine Menge und fiir jedes a € A sei e, € R* die charakteristische
Funktion von {a}, definiert durch

QW) ={ V370

Dann ist der von den ¢, mit a € A erzeugte R-Teilmodul von R* gegeben durch
Frr(A) := {esJa € A)gp = {f € R* | |{a € A|f(a) #0}| < 00} < R™.

Frr(A) heifst der freie R-Modul auf A.

Satz 3.8. Sei R ein Ring, A eine Menge. Der Modul Frr(A) = (e,la € A)r <z R* hat
folgende Eigenschaft: Fiir jeden R-Modul M und jede Abbildung ) : A — M gibt es genau einen
R-Modulhomomorphismus

Y :Frp(A) — M mit

Y(eq) = (a) fiiralle a € A.

Moduln, die isomorph zu Frr(A) sind, heiflen frei auf dem Erzeugendensystem, welches (eq)qca
entspricht. Ein freies Erzeugendensysteme heifSt auch Basis, genauer R-Modulbasis.

Beispiel 3.9. pR ist frei auf {1}.
Der Spaltenmodul R"*! ist frei auf den Einheitsspalten (ey, ..., e,).

Beweis. Jedes Element aus Frz(A) hat eine eindeutige Darstellung als

E TaCq

acA

mit r, € Rund r, = 0 fiir alle bis auf endlich viele a € A. Daher ist

Ui Frp(A) = MY raea > Y ratb(a)

a€A acA

eine wohldefinierte Abbildung, von der man leicht zeigt, dass sie ein Modulhomomorphis-
mus ist. Sie erfiillt sicher die Bedingung v)(e,) = v¢'(a) fiir alle a € A und ist auch der einzige
Modulhomomorphismus mit dieser Eigenschaft. O

Ubung 3.5. Sei R ein kommutativer Ring. Dann gilt
Endg(R") = R™",

wobei wir R"*" durch komponentenweise Addition und tibliche Multiplikation zu einem
Ring machen. Genauer: Identifiziere R" mit R"*!. Dann liefert das Heranmultiplizieren
von Matrizen aus R™*" eine eindeutige Darstellung der Endomorphismen von R™*! durch
Matrizen. Man setzt

GL(n, R) := (R"*™)*. (Beachte, der Fall n = 1 ist schon interessant.)

(Hinweis:

A: R 5 R X s AX

ist fiir jedes A € R™" ein R-Modulendomorphismus und jede Matrix induziert einen an-
deren Endomorphismus, da ein Endomorphismus durch die Bilder der (freien) Erzeuger
el,...,e, festgelegt ist, die wie in der linearen Algebra in den Spalten der beschreibenden
Matrix stehen. Da diese Bilder beliebig vorgegeben werden konnen, folgt die Behauptung,
wenn man beachtet, dass der Summe und dem Matrixprodukt gerade die Summe und die
Hintereinanderausfithrung der Endomorphismen entsprechen.)
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2 Homomorphiesdtze und der chinesische Restsatz.

2.1 Der Homomorphiesatz fiir Moduln

Bemerkung 3.10. Sei R Ring und M ein R-Modul mit Teilmodul U < M.

1. Fir m € M heifst
m+U:={m+ulueU}

die Restklasse von m nach U. Die Menge
M/U :={m+Ulm e M}

aller Restklassen nach U in M bilden den Faktormodul M /U von M nach U vermoge
der folgenden Verkniipfungen:

+:M/Ux M/U—= M/U: (mi+Uma+U)— (mqg+mg) +U
und
RxM/U—- M/U:(r,m+U)—rm+U.
2. Der natiirliche Epimorphismus
v=vy:M—>M/U:m—m+U
ist ein R-Modulepimorphismus mit Kern(vy) = U.
Beweis.

1. Wir miissen zeigen, dass + und - wohldefiniert sind. + lassen wir als Ubung. Fiir - sei
m~+U = n+U. Wir zeigen: rm+U = rn+U. Aber m —n € U, also auch (m —n), also
rm+ U = rn + U. Die R-Modulaxiome miissen verifiziert werden. Z. B.ist U = 0+ U
das Nullelement von M /U. Den Rest lassen wir als Ubung.

2. Dies folgt direkt aus der Definition der Addition von Restklassen. []

Der néchste Schritt in der allgemeinen Modultheorie ist der Homomorphiesatz, dessen
Beweis genau so einfach ist wie bei Vektorraumen.

Satz 3.11. Sei p : M — N ein R-Modulhomomorphismus. Dann faktorisiert o als
Y= SZ O VKern(yp)
iiber M/ Kern(y) mit Vkern(,) €in R-Modulepimorphismus und den R-Modulmonomorphimus
¢ : M/ Kern(p) — N : m+ Kern(p) — ¢(m).

Bemerkung 3.12. Ist M ein endlich erzeugter R-Modul, so gibt es ein n € N und einen
R-Modulepimorphismus ¢ : R"*! — M. Insbesondere M = R"*!/Kern(e).

Beweis. Sei 1) : n — M gegeben, so dass Bild(y) ein Erzeugendensystem von M ist. Der
eindeutige R-Modulhomomorphismus ¢ : R"*! — M miteoS = 1), wo S die Standardbasis
von R"*! ist, ist dann ein Epimorphismus. O

Beispiel 3.13.

1. Jede abelsche Gruppe, die von zwei Elementen erzeugt wird, ist von der Form Z? /M
wobei M ein Z-Teilmodul von Z? 2 Frz(2) ist.

2. Sei K ein Korper und V ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit ¢ € Endg(V), so
dass das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom von ¢ beide gleich
p(x) € K|[z] sind, so gilt (vgl. Begleitmatrix von p(z)):

V =k ko Kz]/(p(2)).
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2.2 Ringe und Ideale

Wir kommen zu dem Homomorphiesatz von Ringen. Zuerst sieht die Definition eines
Ideals etwas sonderbar aus, wird aber einsichtig, wenn man sich vorstellt, dass ein Ideal
etwas ist, was man gleich Null setzen kann, um einen neuen Ring zu bekommen.

Definition 3.14. Sei R ein Ring.
1. I C R heifst Ideal von R, in Zeichen I < R, falls

e [ #(Pund
e a,b € Iundr,s € Rimpliziert ra + bs € I.

2. Sind I, I, < R so heifst das kleinste Ideal I, + I, welches I; und I, enthilt, die Summe
von I; und I,.

Beispiel 3.15.
1. Fir R=Zist3Z = (3) = {3z | z € Z} ein Ideal: (3) < Z.

2. Ist K ein Korper und a € K, dann ist
{p(x) € Klz] [ p(a) = 0} = (& — a) = {p(z)(z — a) [ p(z) € Klz]} < Kz].

3. Ist R ein kommutativer Ring mit Eins, so sind die Ideale in R genau die R-Teilmoduln
von rR, sprich die Linksideale.

4. Der Durchschnitt einer Menge von Idealen ist wieder ein Ideal.

5. Ist M C R, so heif3t
(My:= () I

MCI<R

das von M erzeugte Ideal. Ist M/ = {ay,...a,} so schreibt man auch (ay,...,a,) statt
(M).

6. Ist R ein kommutativer Ring mit Eins, so heifst
(a) :=={ra|r € R}
das von a € R erzeugte Hauptideal: (a) < R.
7. Ist o : R = S ein Ringhomomorphismus, dann ist
Kern(p) := {r € B[ ¢(r) = 0}

ein Ideal von R:
Kern(y) < R.

Ubung 3.6. Das von M erzeugte Ideal ist
<M> = {Zazmzbl | n e No,a,-,bi c R,mi c M} .
i=1

Benutze diese Beschreibung um zu zeigen, dass die Ideale von R = Z"*" genau die Teil-
mengen aR sind mit a € Z.
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Bei Ringen konnen wir Restklassenringe nach Idealen bilden. Der neue Punkt ist die Wohl-
definiertheit der vertreterweisen Multiplikation.

Satz 3.16. Sei R ein Ring und I < R ein Ideal von R. Dann ist R/I := {r + I|r € R} ein
Ring mit den vertreterweisen Verkniipfungen

+:R/IXR/I—-R/I : (r+I,s+1)— (r+s)+1,
-:R/I xR/l —-R/I : (r+I,s+1)—rs+1,

und v = vy : R — R/I : r — r + [ ist ein Ringepimorphismus mit I als Kern. R/I heifit
Restklassenring von R nach I und v der natiirliche Epimorphismus. (Insbesondere ist jedes
Ideal Kern eines Ringepimorphismus.) Ist R kommutativ, so auch R/1.

Beweis. Da I < R ein R-Teilmodul von R ist, ist R/I wieder ein R-Modul und wir brauchen
uns nur um die Wohldefiniertheit der Multiplikation zu kiimmern. Seien also r + 1 = '+ I
und s+ 1 = s'+ I fiir gewisse r, ', s, s’ € R. Dann existieren a,b € I mitr' =r+a,s’ = s+b,
und wir bekommen

r's'—rs = (r+a)(s+b)—rs

= rs+rb+as+ab—rs
= rb+as+abel

d.h. (r+I)(s+ I) ist wohldefiniert. Die Assoziativ- und Distributivgesetze tibertragen sich
von R. Dass v ein Epimorphismus ist, ist gerade die Definition der Operationen im Rest-
klassenring. O

Folgerung 3.17. (Homomorphiesatz fiir Ringe) Seien R, S Ringe und ¢ : R — S ein Ringho-
momorphismus. Dann ist I := Kern(y) ein Ideal von R, B := Bild(y) ein Teilring von S und

©:R/I — B,r+ 1w+ o(r)

ein wohldefinierter Ringisomorphismus.

Ende

Bemerkung 3.18. Sei M ein R-Modul. Dann ist der Annihilator von M Vorl. 10

Amng(M):={re R|rm=0furallem € M}
ein Ideal von R, der Kern des Ringhomomorphismus
R — Endz(M),r — (m +— rm).

Weiter ist M ein R/ Anng(M)-Modul.

Bemerkung 3.19. Seien R und S Ringe, M ein R-Modul und N ein S-Modul. Dann ist
M @ N ein R x S-Modul durch

(r,s)-(m,n):= (rm,sn) furaller € R,s € S;m € M,n € N.

Sei umgekehrt X ein R x S-Modul. Dann sind M := (1,0)X und N := (0,1)X Teilmoduln
von X,sodass X = M@N.Esist Anng.s(M) O {0} xS und somit M ein Rx S/{0} xS = R-
Modul und ebenso (R x {0})N = {0} und N ist ein S-Modul.

Die R x S-Moduln sind also genau die direkten Summen von R-Moduln und S-Moduln.
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Definition 3.20. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Eine R-Algebra A ist ein Ring
mit Fins (in unserem Kontext meistens kommutativ), der gleichzeitig 2-Modul ist, so dass
die Multiplikation ist R-bilinear ist, d.h.

(ra)b = a(rb) = r(ab) fur aller € R,a,b € A.

Ein R-Algebrenhomomorphismus ist ein Ringhomomorphismus, der gleichzeitig R-Modul-
homomorphismus ist.

Ubung 3.7. Sei A eine R-Algebra. Dann ist R — A : r — r1, ein Ringhomomorphis-
mus, sogar ein R-Algebrenhomomorphismus.

Beispiel 3.21.
1. C[z] ist eine C-Algebra. Sei
“:C—->C:a+bi—a—b a,b e R,
die komplexe Konjugation. Dann ist
Clx] — Clx] : Zakxk > Za_kxk
k=0 k=0

ein Ringhomomorphismus, jedoch kein C-Algebrenhomomorphismus. (Man kann
ihn jedoch als R-Algebrenhomomorphismus auffassen.)

2. Ist A eine R-Algebra und / < A ein Ideal, so ist A/I eine R-Algebra und v; ein R-
Algebrenepimorphismus.

3. Jeder Ring ist eine Z-Algebra.

2.3 Euklidische Ringe

Definition 3.22. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

1. R heif3it Integritdatsbereich oder auch nullteilerfrei, falls 1 # 0 in R gilt und fiir alle
a,b€ R,ab=0 = a=0o0derb=0.

2. R heifst Hauptidealbereich, falls R ein Integritatsbereich ist und jedes Ideal von R ein
Hauptideal ist.

3. R heifst Euklidischer Bereich oder Euklidischer Ring, falls eine Abbildung v : R —
Z> existiert mit folgenden Eigenschaften:

(i) v(r) =0 genau dann, wennr =0
(ii) v(rira) = v(r))v(rs)

(iii) fira € Rund b € R\ {0} existiert ein ¢ € Rund einr € R, so dass a = ¢gb+ r mit
v(r) < v(b).

Beispiel 3.23.
1. Jeder Teilring eines Korpers ist ein Integritatsbereich.

2. Offenbar ist jeder Korper sowohl ein Hauptidealbereich als auch ein EUKLIDischer
Ring (mit v(a) = 1 fiir alle a € K™*).



2. HOMOMORPHIESATZE UND DER CHINESISCHE RESTSATZ. 37

3. Zist EUKLIDischer Bereich mit dem gewohnlichen Absolutbetrag:

a a>0
v(a) = la| == —a a < 0.

4. Sei K ein Korper. Dann ist K|[z] ein EUKLIDischer Bereich mit einer multiplikativen

Variante des Grades:
0 a=0

V(CL) = { 2Grad(a) a ?é 0.

5. Zlz] := {p(z) € Qlz] | p(x) = Y1, ax* fiir n € N, q; € Z} ist ein Integritétsbereich, da

er ein Teilring des Korpers Q(z) = {p(z)/q(z) | p(z), ¢(x) € Q|z], ¢(z) # 0} ist. Jedoch
ist Z[z] kein Hauptidealbereich, da z.B. (2, z) kein Hauptideal ist.

Ubung 3.8. Zeige der Ring Z[i] := Z[x]/(x?>+1) ist EUKLIDischer Bereich mit v(a+bi) :=
a? + b? fiir a, b € Z.
Satz 3.24. Sei R ein Integrititsbereich. Dann gibt es einen Korper K, so dass R C K Teilring

von K ist und
K ={ab'|a € R,b € R\ {0}}.

Dieser Korper ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt und heifst Quotientenkorper von R.
Bezeichnung: K = Quot(R).

Man beachte: In K sind alle Elemente # 0 von 1 zu Einheiten geworden, weshalb es Sinn
macht ab™!, b~'a, oder a/b zu schreiben.

Beweis.

Existenz: Definiere K = {(a,b) | a,b € R,b # 0} und eine Aquivalenzrelation ~ auf
K: (a,b) = (c,d) genau dann, wenn ad = cb. (Zur Veranschaulichung kann man die
Tupel (a,b) als ungekiirzte Briiche ¢ betrachten) Die Menge der Aquivalenzklassen

K/ ~ =: K bildet einen Ring. Defmlere nun § :=~ - Klasse von (a, ).
Addition und Multiplikation werden folgenderma@en definiert:

a+c ~ad+be

b d bd

a c ac

3T T falls b, d # 0.

Zeige, dass die Addition wohldefiniert ist: Da b, d, bd # 0 sind, sind die Ausdriicke
auf beiden Seiten wohldefiniert. Zum Beweis der Vertreterunabhéngigkeit sei ¢ = &
und £ = S. Also ist ab’ = ba’ und cd’ = dc'. Behauptung: Es ist 24tte = db¢ Dieg
gilt aber genau dann, wenn bd(a'd’ + b'c’) = (ad + be)b'd’. Nach Ausmultlphzleren er-
halte: ba’dd’ 4 bb'c’d = ab'dd’ + bb'cd’ dies gilt, da ja nach Voraussetzung ba’ = ab’ und
cd’ = dc’. Genauso kann man zeigen, dass die Multiplikation auf & wohldefiniert ist.
Zeige nun, dass (K, +) eine abelsche Gruppe ist: Nullelement: 0 := % =2, a £ 0(2 =¥
fir alle a,b € R mit a,b # 0). Wegen des Assoziativgesetzes in R kann man o.B.d.A.
die Nenner als gleich ansehen, also ¢ + 2 = “f* Dannistalso 2 + ¢ = ™0 = 2 Dje
Kommutativitiat von K folgt aus der Kommutativtit von R. Negatlve —2= _b

Zeige, dass (K \ {0},-) eine abelsche Gruppe bildet: 1 # 0 also K \ {0} # @ Das
Assoziativgesetz gilt, da (R, -) fiir Zdhler und Nenner assoziativ ist, ebenso das Kom-

mutativgesetz. Das Einselement ist1 := % = % a # 0, das inverse Element zu § # 0

ist () = b Es bleibt noch zu zeigen, dass auch das Distributivgesetz gilt! (Ubung)
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Die Abbildung p : R — K : 7 — 7§ ist ein Ringmonomorphismus, denn 4 ist Ring-
homomorphismus und aus r € Kerny folgt £ = Y. Es giltalso:r =r-1=0-1 = 0.
Also identifiziere r € R mit { € K. Beachte: Fiirr € Rund 0 # s € R gilt:

T T (s)-l 1
- = — . —_ =7r-s
s 1 1

mit dieser Identifikation.

Eindeutigkeit: Sei K’ ein weiterer Koérper mit R C K'. Dann ist die Abbildung ¢ :
K — K': %+ a-b"! ein wohldefinierter Homomorphismus: Sei dazu § = ‘g—/’ Dann
gilt: ab = ba’ in R, also ab~!' = a'¥’ " in K'. Aus der Homomorphie von ¢ folgt sofort:
¢ ist Monomorphismus, also K = Bilde. O

An dieser Stelle ist auf ein Problem hinzuweisen: Wir haben zwar eine Beschreibung
der Elemente des Quotientenkorpers, mit der man Gleichheit testen kann. Man hat aber
zundchst und im allgemeinen keine Normalform fiir die Elemente, die nattirlich viel effek-
tiver ware.

Beispiel 3.25.
1. Quot(Z) = Q. Hier lernt man eine Normalform in der Schule kennen.

2. Sei K ein Korper. Dann heifit K (z) := Quot(K|z]) der Korper der rationalen Funk-
tionen in einer Variablen.

3. Sei K ein Korper. Dann heifst K(x1,...,2,) = Quot(K|zy,...,z,]) der Korper der
rationalen Funktionen in n Variablen. Zum Beispiel ist

a} — a3 a4 zwy 4 13
2 _ 2 :
T] — X5 T+ X2

Wir haben also Integritdtsbereiche als die Teilringe von Korpern charakterisiert. Wir
werden gleich sehen, dass in Hauptidealbereiche als die Integritdtsbereiche grofite gemein-
same Teiler stets existiert.

Definition 3.26. Sei R ein Integritatsbereich, a,b € R.

1. d € R teilt a genau dann, wenn ein r € R existiert, mit a = dr, also genau dann wenn
a € (d). Bezeichnung: d|a.

2. a € R\ (R*U{0}) heifit prim, falls

a|(b1be) impliziert a|b; oder a|b, fiir alle by, by € R.

3. Eine Zahl d € R heif3t groiter gemeinsamer Teiler ggT(a, b) von a und b genau dann,
wenn d ein Teiler von a und ein Teiler von b ist und fiir jedes c € R, welches a und b
teilt, auch gilt, dass c ein Teiler von d ist.

4. Eine Zahl v € R heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches kgV(a, b) von a und b genau
dann, wenn sie sowohl durch «a als auch durch b teilbar ist und jedes w € R, welches
durch a und b teilbar ist, auch durch v teilbar ist.

Satz 3.27. Sei R ein Hauptidealbereich, a,b € R. Dann existieren ggT'(a,b) € Rund kgV(a,b) €
R und sind eindeutig bis auf Multiplikation mit Einheiten.
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Beweis. Wir betrachten das Erzeugnis (a) + (b) = (a,b) < R. Da R ein Hauptidealbereich ist,
ist dieses Ideal ein Hauptideal, also gibt es ein d € R mit (a) + (b) = (d). Dann gilt a € (d),
also d teilt a und ebenso d teilt b. Ist umgekehrt ¢ € R ein Teiler von a und von b, so heifst
dies, dass a € (¢) und b € (c), also

und somit gibt es ein r € R mitd = cr.
Fiir das kleinste gemeinsame Vielfache gilt (kgV(a, b)) = (a) N (b). Der Beweis hierfiir und
fiir die Eindeutigkeit bis auf Einheiten ist eine Ubungsaufgabe. O

Ende

Bemerkung 3.28. Sei R ein EUKLIDischer Bereich. Dann ist 2 ein Hauptidealbereich. Vorl. 11

Beweis. Wir zeigen zundchst, dass R nullteilerfrei ist. Seien a,b € R mit ab = 0. Dann
ist 0 = v(ab) = v(a)v(b) also v(a) = 0 oder v(b) = 0, da Z als Teilring des Korpers Q
nullteilerfrei ist. Somit folgt a = 0 oder b = 0.

Nun zeigen wir, dass jedes Ideal von R ein Hauptideal ist. Sei (0) # I < R. Wihle ein
a € I\ {0} mit v(a) minimal. (Dies ist moglich, da Zs, wohlgeortnet ist.)

Behauptung: I = (a). Ist ndmlich b € I, dann folgt: b = aq + r mit v(r) < v(a) fir ¢,r € R
und r € . Daraus folgt aber r = 0, d.h. b = aq € (). O

Man kann sagen, dass die EUKLIDischen Ringe besonders konstruktive Versionen der Haupt-
idealbereiche sind. Man hat ndmlich den EUKLIDischen Algorithmus, um den ggT und da-
mit auch Erzeuger von endlich erzeugten Idealen konstruktiv auszurechnen.

Ubung 3.9. Man formuliere den EUKLIDischen Algorithmus (inklusive der Darstellung
des grofiten gemeinsamen Teilers) fiir EUKLIDische Bereiche und zeige, wie man ihn zur
Beschreibung von endlich erzeugten Idealen als Hauptideale benutzen kann.

2.4 Der chinesische Restsatz

Wenn nicht anders angekiindigt, bedeutet Ring ein kommutativer Ring mit Eins.

Satz 3.29. (Chinesischer Restsatz) Sei R ein Ring und I,. .., I, paarweise teilerfremde
Ideale von R, d.h. I; A Rund I, + I; = R fiiri,j = 1,...,nmit i # j. Dann gilt:

R/()Li = R/LixR/Lyx...xR/I,
=1
r+(\L = (r+hr+D,...,r+1,)

i=1

ist ein Isomorphismus.

Bei Anwendungen will man hdufig den zu dem obigen Isomorphismus inversen Isomor-
phismus ausrechnen. Man nennt den Satz auch den Hauptsatz iiber das Losen von simul-
tanen Kongruenzen. Dies ist wie folgt zu verstehen: Fiir I < R schreibt man fiir Elemente
r,s € Rstatt r + 1 = s + I auch schon mal » = s (mod I). Der obige Satz sagt also: Fiir
beliebige ry,...,7, € R gibt es ein z € R mit

r=r; (mod I;) furallei=1,...n

und die Losungen sind eindeutig (mod (._, ;).
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Beweis. Der Fall n = 2 ist klar: Der offensichtliche Homomorphismus
R— R/[l X R/[2 T (T’+Il,7’—|—[2>

hat Kern I; NI, und ist wegen I; + I, = R surjektiv (leichte Ubung: Zeige, dass insbesondere
(1,0) und (0, 1) im Bild sind). Die Behauptung folgt aus dem Homomorphiesatz.
Der allgemeine Beweis erfolgt nun durch Induktion, die wir als Ubung lassen. Der wesent-
liche Schritt steckt schon im Fall n = 3:
Behauptung: I; + (IoNI3) = R. Zum Beweis beachte: Es existieren ey, €] € I1,e3 € Iy, e3 € I3
mit

l=e t+ey=c¢|+e3 alsol =1-1=e1e] +ere3+eae] +  ese3

N 2 ~~

-~

—:e11€l; =:e12€l2NI3

Damit ist klar: R = Rey; R+ RejoR C I + (1o N I3). Wir wenden den Fall n = 2 nun zweimal
an:
R/([l m[2 ﬂ[g) = R/[l X R/(IQ ﬂ[g) = R/Il X R/IQ X R/Ig

mit den entsprechenden Isomorphismen. O

Beispiel 3.30. Durch Kombination der Neunerprobe mittels Quersumme (mod 9), der
Zehnerprobe mittels letzter Stelle (mod 10) und der Elferprobe vermoge der alternieren-
den Quersumme (mod 11) kann man Rechnungen mit ganzen Zahlen, die nur Multiplika-
tionen und Additionen involvieren (mod 990) tiberpriifen.

Sei s := 124, ¢ := 351. Wir wollen (s + t)t = 166275 verifizieren. Mod 10 ist diese Rechnung
richtig (letzte Ziffer stimmt).

Sei ¢ die Quersumme und a die alternierende Quersumme.

Dann gilt fiir jedes n € N: n = ¢(n) (mod 9) und n = a(n) (mod 11) (Ubung fiir alle Lehr-
amtsstudierenden !!)

Modulo 9: ¢(s) =7, q(t) = 0 also auch ¢((s + ¢)t) = 0 auch das stimmt.

Mod 11: a(s) = 3, a(t) = —1, also a((s+t)t) = —2. Esistaber a(166275) = 5—74+2—6+6—1 =
—1 also ist an der Rechnung etwas falsch. Die richtige Antwort ist (s + t)t = 166725 mit
a(166725) =5 —24+7—6+6—1=9=—2 (mod 11).

Der Chinesische Restsatz 3.29 kann fiir Euklidische Ringe wie folgt formuliert und auch
bewiesen werden:

Satz 3.31. (Chinesischer Restsatz fiir Euklidische Ringe) Sei R ein Euklidischer Ring und
ai,...,a, paarweise teilerfremde Elemente von R, d.h. ggT(a;,a;) = 1 fiiri,j = 1,...,n mit
i # j. Dann gilt:

@:R/< ai> = R/{a1) x R/{as) X ... x R/{a,)

i=1

3 |l

r+ <Hm> = (o (a4 {ag), 7 ()

i=1
ist ein Isomorphismus dessen Umkehrabbildung mit dem Euklidischen Algorithmus berechnet wer-

den kann.

Beweis. Da (a;) + (a;) = (1) = R fur alle ¢ # j gilt, ist kgV (a4, ..., a,) = []}, a; und somit
Ny (a;) = (I, a;). Es gentigt also den Algorithmus anzugeben. Ein allgemeines Element
von R/{a;) X R/{as) x ... x R/(a,) ist von der Form X := (r; + (a1),...,7, + (a,)). Setze
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A = ([T_, a;). Gesucht ist ein r € R mit r + (a;) = r; + (a;) fur allei = 1,...,n, also
p(r+A) = X.

Dazu setze B; := [[,; a;. Da ggT(a;, a;) = 1 fur alle i # j gilt, folgt auch ggT(a;, B;) = 1, es
gibt also z;,y; € R mit

Setze e; := y; B;. Dann ist
e; + (a;) =0furallei # jund e; + (a;) =1

also p(e; + A) = (0,...,0,1,0,...,0) mit 1 an der i-ten Stelle. Da ¢ ein R-Ringhomomor-
phismus ist, ergibt sich

n

e (X) =) rie+ A O

i=1

Beispiel 3.32. Wir wollen das simultane Kongruenzensystem

1 (mod 3)
2 (mod 4)
3 (mod 5)

16sen. Wir haben den Isomorphismus
@ L/(60) = Z/(3) x L/{4) x Z/(5)

und haben das Problem geltst, wenn wir

e+ <6O> = 90_1((1 67 6))7
ex + <6O> = @71((67 Tv 6))7
es + <6O> = 80—1((67 67 T))

kennen, denn die Losungsmenge ist dann e; + 2e; + 3e;3 + (60). Mit Hilfe des EUKLIDischen
Algorithmus fiir 3 und 4 - 5 etc. bekommen wir dann e; etc. :

1=7-3+(=1)-20, also e =—20,
1=4-44(-1)-15, also ey = —15,
1=5-5+(-2)-12, also e3=—24.

Also z € —122 + (60) = —2 + (60).

Beispiel 3.33 (Lagrangeinterpolation). Sei K ein Korper und p(z) € Klz]. Wie wir
schon wissen gilt fiir a € K

p(a) = 0 genau dann, wenn p(z) € (x —a) < K|[z],
(was man auch durch Entwickeln nach Potenzen von = — a sehen kann). Dies liefert auch
p(z) =pla) (mod (z —a)).

Sind nun a4, . .., a, € K paarweise verschiedene Elemente, so sind die Ideale (z — a;) paar-
weise teilerfremd und der Chinesische Restsatz liefert

i=1

Klal/ <H<x - >> = X Ko/ — ai)

=K
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Die Restklassen der Elemente ¢;(z) := [[,(v — a;) € K]z] liefern auf der rechten Seite
Tupel, deren Komponenten alle Null sind, aufler der i-ten, welche gleich &;(a;) = [ [, ;(ai —
a;) ist. Hieraus ergibt sich sofort die LAGRANGEsche Interpolationsformel: Eine Abbildung
f+ K — K wird interpoliert an den Stiitzstellen a; durch das Polynom (vom Grad < n):

éi(z)

(3

Wenn man im Falle K = R auch noch Ableitungen an den Stellen a; vorgeben will, muss
man mit ((z —a;)*) < K|x] arbeiten statt mit (z —a;) und kommt zur Hermiteinterpolation.

Die ringdirekten Summen enthalten etwas suspekte Elemente, die sich aber oben schon als
sehr niitzlich erwiesen haben.

Definition 3.34. Sei R ein Ring (kmE) und a € R mit a # 0. Man nennt a einen Nulltei-
ler, wenn ein b € R existiert mit b # 0 und ab = 0. Weiter heift a nilpotent, falls einn € N
existiert mit a™ = 0.

Klar, nilpotente Elemente sind Nullteiler, aber oben haben wir schon Nullteiler gesehen,
die nicht nilpotent sind.

Beispiel 3.35.
1. Seien n, k € Z beide grofer als 1. Dann ist n + (n*) € Z/(n") nilpotent.
2. (Wurzel ziehen). Aus dem Chinesischen Restsatz bekommen wir

7 X T Rlp]/{(2? —2) = R X R :
~— ~—
SRlo)/(0—vE) R[]/ (a+vD)

T=z+4(@2-2) = (V2,—V2) = (m(T), m(T)).

Wir wollen auf der rechten Seite rechnen, konnen aber nur auf der linken Seite Null-
teiler erkennen. Unser Ziel ist eine numerische Approximation von v/2 zu bestimmen.
Klar: Die einzigen Nullteiler der Form a + 7 mit a € R sind V2 +7Z und —v/2 + 7. Die
Idee ist nun so: Sei b € Q so gewdhlt, dass a := T — b auf der rechten Seite einem
(a1, az2) entspricht mit |a;| < 1 und |as| > 1. (Betragstriche markieren Absolutbetrige.)
Esist a® = 2 — 2b7 + b*. Dann ist |a?| < |a;| < 1, und 7 (a?/(—2b)) hat einen noch klei-
neren Absolutbetrag, so dass (b* + 2)/(2b) eine noch bessere Naherung an /2 ist als b.
Durch fortgesetztes Quadrieren verdoppelt sich immer die Anzahl der signifikanten
Dezimalstellen, wir haben quadratische Konvergenz. Fingt man also mit b = 1 an, so
erhilt man die folgende Folge die gegen /2 konvergiert:

3 17 577 665857

1, TR 1.416666667, 108~ 1.414215686, 170332

= 1.414213562, ...

Ubung 3.10. Vergleiche obige Methode des Wurzelziehens mit dem NEWTONverfahren
aus der Numerik.

2.5 Der chinesische Restsatz und die Hauptraumzerlegung.

Die Hauptraumzerlegung aus Bemerkung 2.34 erinnert stark an den chinesischen Restsatz.
Sei dazu K ein Korper, V ein e.e. K-Vektorraum und o € End(}V) mit Minimalpolynom

Po = D1 Dp*
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wobei die p; paarweise verschiedene irreduzible Polynome in K[z] sind und n; € N. Un-
ter den obigen Voraussetzungen lafit sich V eindeutig schreiben als direkte Summe «-
invarianter Teilraume U4;:

so dass das Minimalpolynom der Einschrankung von « auf U/; genau p;" ist. Setzt man
Gi = [1;4p;’ soistUs = Bild(gi(a)). .
Bemerkung 3.36. Vorl. 12

1. Das Minimalpolynom von a war definiert als normierter Erzeuger des Kerns des Ein-
setzungshomomorphismus

£q : K[z] = End(V),p — p(a)

Kern(e,) = (o), Bild(e,) = KJa]. Also ist nach dem Homomorphiesatz fiir Ringe
Klz] /(o) = Kol.

2. Setzt man R := K|[x]/(ta), S0 wird V ein R-Modul durch
(P + (1a))V = ca(p)(V) = p(a)(V).
3. Die Struktur von R bekommen wir aus dem Chinesischen Restsatz:

R= Klz]/{(p" - pi") = Kla]/(py") x K[z]/(p5*) x ... x K[z]/{p,")

und Urbilder ¢; der Idempotente m; = (0,...,0,1,0,...,0) (mit 1 an der i-ten Stelle)
konnen mit dem Algorithmus in 3.31 ermittelt werden, indem wir fiir alle ¢ mit dem
Euklidischen Algorithmus 1 = z;p" + y;q; schreiben, und e; = ¢,(y;q;) € K[a] setzen.
Aus einer Ubung wissen wir, dass das Bild von e; gleich dem von ¢;(«) ist.

4. Alsoist V ein Modul fiir dem Produktring K[z|/(p]"*) x K[z]/{p5?) x ... x K[z]/{p,*).

3 Elementare Teilbarkeitstheorie fiir Ringe
Definition 3.37. Sei R Ring (kmE) und a,b € R.

1. ateilt b (in R) oder b ist ein Vielfaches von q, in Zeichen a | b, falls ein r € R existiert
mit ar = b.

2. aist assoziiert zu b (in R), in Zeichen a ~ b, fallsa | bund b | a.

Klar: Die Vielfachen von a bilden gerade das Hauptideal (a). Teilen ist eine transitive Re-
lation auf R und ~ ist eine Aquivalenzrelation auf R. Auch klar: Seien a,b € R. Falls ein
e € R* existiert mit a = eb, dann gilt a ~ b. Wenn wir versuchen die Umkehrung zu be-
weisen, stofien wir auf eine kleine Schwierigkeit. Diese verschwindet, wenn wir verlangen,
dass R ein Integritdtsbereich ist.

Bemerkung 3.38. In einem Integritdtsbereich sind die Assoziertenklassen der Elemente
gegeben durch R*a mita € R.
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Beweis. Es ist klar, dass jedes Element der Form ua mit u € R* zu a = u™'ua assoziiert ist.
Seinunb € Rmitb | aund a | b. Dann gibtes r, s € R mit a = br und b = as.
Ista=0,s0istb=as =0 ¢ R*a = {0}.

Sei also a # 0. Wir wollen zeigen, dass r und s Einheiten sind, sogar » = s~ ' also rs = 1:
Denn esista = br = asralso a(1—sr) = 0. Daa # 0 und R nullteilerfrei, folgtjetzt 1 —sr =0
also sr = 1. O

Bemerkung 3.39. Ist R ein Integritdtsbereich, so ist der Polynomring R[zy, ..., z,]| auch
ein Integritatsbereich. Zum Beweis definieren wir den Grad eines Polynoms

p=p(T1,...,2,) = Zailn_inaz? coexln € Ry, .., 1), p # 0

als
Grad p := max{i; + - - - + in|a;, i, # 0}.

Furp,q € Rlxy,...,z,]) mit p # 0 # ¢ gilt offenbar
Grad pq = Grad(p) + Grad(q),

woraus man leicht sieht, dass man keine Nullteiler hat.

Unsere nédchste Frage lautet: Welche Restklassenringe sind Integritdtsbereiche?
Definition 3.40. Sei R ein Ring (kmE).

1. Ein Ideal I < R mit I # R heifst Primideal, falls fiir alle r, s € R gilt:
r,s & I impliziert rs ¢ I.
2. Ein Ideal I heifit maximales Ideal, falls / # R und fiir jedes Ideal J von R, welches
enthélt gilt J = I oder J = R.
Bemerkung 3.41. Sei R Ring (kmE) und / < R.
1. R/I ist genau dann Integritatsbereich, wenn / Primideal ist.
2. R/I ist genau dann ein Korper, wenn I ein maximales Ideal ist.
Beweis.

1. R/I ist Integritdtsbereich, genau dann wenn fiir alle ,s € Rmit (r + I)(s+ 1) =0
gilt, dass entweder r + I = 0 ist oder s + I = 0, also entweder r € I oder s € I. Da
(r+1I)(s+ 1) = rs + I ist dies gleichbedeutend mit (rs € I <= r € [ oder s € I),
also damit, dass I ein Primideal ist.

2. R/I ist ein Korper, genau dann wenn jedes r + 1 € R/I \ {0+ I} ein multiplikatives
Inverses hat. Sei also » € R\ I. Dann ist (r,I) = (r) + I ein Ideal von R, welches
echt enthdlt. Ist / ein maximales Ideal, so ist (r) + 1 = Rund es gibt a € R, i € I mit
ar+i=1.Dannist (a+I)(r+1) = 1+ I und (a + I) ein multiplikatives Inverses von
r + 1. Die Umkehrung geht genauso. O

Beispiel 3.42.

1. Sei R Integritdtsbereich. (y) < Rx,y| ist Primideal, da R[z,y]/(y) = R[z] Integritats-
bereich.

2. Rein Ring (kmE), I < R maximal, dann ist / prim.
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3. Sei ein R Ring (kmE). Genau dann ist {0} Primideal, wenn R Integritédtsbereich ist.

Nun kommen wir zur Teilbarkeitstheorie in Integritatsbereichen. Es wird ganz elementar
in dem Sinne, dass wir wieder mehr von Elementen als von Idealen sprechen. Zuerst eine
Erntichterung: Die Begriffe “prim” und “irreduzibel” fiir Elemente in einem Integritdtsbe-
reich fallen im allgemeinen auseinander:

Definition 3.43. Sei R ein Integritdtsbereich.

1. Ein Element a € R\ (R* U {0}) heifit irreduzibel oder unzerlegbar, falls jede Faktori-
sierung von a in R trivial ist, das heifst, falls gilt:

a = ajay fir a; € R impliziert a; € R* oder ay € R™.

2. Ein Elementa € R\ (R* U {0}) heifst prim, falls

a|(b1b2) impliziert a|b; oder a|b, fiir alle b; € R.

Beispiel 3.44.
1. In R = Zist 2 prim und irreduzibel.

2. Sei K ein Integritdtsbereich und R = K{[z]. Dann ist  prim (vom Grad 1) und unzer-
legbar. (Falls z|(a(x)b(z)) und = { a(z), so folgt: a(0) # 0, also b(0) = 0 und z|b(x).)

Bemerkung 3.45.

1. Ist a prim, so ist a auch unzerlegbar.

2. aist prim genau dann, wenn (a) < R ein Primideal # 0 ist.
Beweis.

1. Sei a prim und a = aja; mit a; € R\ R*. Dann gilt: aJa;a; und a { a; (sonst wire
as € R*)und @ t ay (sonst wire a; € R*). Dies ist aber ein Widerspruch zu der
Voraussetzung : a prim.

2. Seia € R prim. Dann ist (a) # 0. Weiter gilt fur r, s € R:
rs€a) < alrs<al|rodera|s< re(a)oders e (a).
Die Umkehrung folgt ebenso. O
Ubung 3.11. Es gibt unzerlegbare Elemente, die nicht prim sind:

Sei R = Z[v/—5] = {a+bv/—5 | a,b € Z}. Es gilt: 3-2 = (1 4+ /—5)(1 — /—5). Zeige: Die
Elemente 2, 3, (1 4+ v/—5), (1 — v/—5) sind allesamt in R unzerlegbar, aber nicht prim.
Hinweis: Betrachte die multiplikative Norm v(a + bv/=5) := a? + 5b°.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass DEDEKIND, der sicher als einer der Urvéter der mo-
dernen Algebra einzuschétzen ist, wegen der schlechten Eigenschaften des Teilbarkeitsbe-
griffes fiir Elemente, den Idealbegriff erfunden hat, um in bestimmten Situationen der Zah-
lentheorie doch noch zu einer befriedigenden Teilbarkeitstheorie, diesmal aber fiir Ideale
(sprich ideale Zahlen) zu kommen. Im obigen Beispiel kann man ndmlich alle vier Zahlen
als Ideale noch weiter zerlegen:

= (3,14+V=5)(3,1 —+/=5)
= (2,1 +V=-5)(2,1—+/=5)
(3,14 vV=5)(2,1+ v/=5)
(3,1 —v/=5)(2,1 —/=5)
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Satz 3.46. Ist R Hauptidealbereich, so ist jedes unzerlegbare Element prim.

Beweis. Seia € R\ (R* U {0}) unzerlegbar. Wir wissen, dass a genau dann prim ist, wenn
(a) ein Primideal ist. Wir konnen sogar zeigen, dass (a) ein maximales Ideal ist, denn sei
(a) €I < R # I.Da R Hauptidealbereich ist, folgt I = (d) fiireind € R\ (R* U {0}). Somit
a € (d),also a = dd fiirein d’ € R. Das bedeutet d’ € R*, denn a ist unzerlegbar und d ¢ R*.
Da a ~ d ist, haben wir I = (a). O

Ubung 3.12. Sei R Hauptidealbereich und a,b € R\ {0}. Zeige (a) + (b) = {(a,b) =
(ggT(a,b)) und (a) N (b) = (kgV(a, b)) und schliefllich (a)(b) = (ab).

Folgerung 3.47. Ist R ein Hauptidealbereich, so ist jedes Primideal, das ungleich dem 0-Ideal
ist, ein maximales Ideal.

Satz 3.48. Sei R ein Hauptidealbereich, a € R\{0} keine Einheit. Dann gibt es im wesentlichen
eindeutige Primelemente a1, ...,a, € R mit a = a, - - - a,. Die Eindeutigkeit bedeutet: Falls a =
aj---ay =by---by, mit a;,b; € R unzerlegbar, so folgt n = m und nach Umnumerierung a; ~ b;
firi=1,...,n.

Beweis. Wir konnen zunéchst genauso vorgehen wie fiir R = Z: Ist a unzerlegbar, so ist a
schon prim und wir sind fertig. Ist a nicht irreduzibel, so kénnen wir a = bc schreiben mit
b,c € R\ R* und dann mit b und ¢ weitermachen. Wieso hort dieser Prozess auf? Falls nicht,
so konstruiert man eine Folge von echten Teilern ... b,y | b; | ... | by = b | a, so dass

(a) S (b1) S (b2) - ..

Sei I := |J;en (D). Da die Ideale (b;) eine Kette bilden, ist I ein Ideal von R. Nun ist R ein
Hauptidealbereich also gibt es ein d € Rmit I = (d). Dad € I = |J,oy(b;) existiert also ein
i € Nmitd € (b;). Aber dann ist (b;) = (b;) = [ fiir alle j > i ein Widerspruch dazu, dass
b; .1 ein echter Teiler von b; ist.

Die Eindeutigkeit zeigt man genauso wie fiir Z: Sei a = a1 ---a, = by ---b,, mit a;,b; € R
unzerlegbar. Dann ist a; prim, a; | a = b; - - - by, also gibt es ein ¢ mit a; | b;. Da b; irreduzibel
ist, gilt also a; ~ b;, usw. mit Induktion iiber die Anzahl m von Faktoren. O

Beispiel 3.49.

1. Z[z] ist kein Hauptidealbereich, denn das Primideal (x) ist kein maximales Ideal.
2. K[z,y] (K sei ein Korper) ist ebenfalls kein Hauptidealbereich.

3. Zist ein Hauptidealbereich. Die Primzahlen sind bis auf Multiplikation mit Einheiten
{£1} die unzerlegbaren Elemente von Z. Die [, := Z/(p) fiir Primzahlen p sind die
einzigen Restklassenkorper von Z.

4. Fur jeden Korper K ist K[z| ein Hauptidealbereich. Die irreduziblen Polynome in
K{z] sind gleich den Primelementen in K[z] und den unzerlegbaren Elementen in
K[z]. Die Restklassenkorper von K|z] sind alle von der Form K{z]/(p(x)), wo p(z) €
K|z] irreduzibel ist.

4 Moduln iiber Hauptidealbereichen.

4.1 Der Struktursatz

Endlich erzeugte Moduln tiber Hauptidealbereichen haben eine sehr schone Struktur. Um
algorithmisch einen solchen Modul auf Normalform zu bringen benétigt man lediglich
die algorithmische Berechenbarkeit der Bézout Identitit. Die ,,algorithmisch zugéanglichen”
HIB sind also die Euklidischen Ringe.
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Definition 3.50. Sei R ein Integritdtsbereich und M ein R-Modul. Ein m € M heifst
Torsionselement, falls das Annullatorideal®

Anng(m) :={r € R|rm =0}

von (0) verschieden ist. Der Torsionsteilmodul, also der Teilmodul aller Torsionselemente
von M, wird mit T'(M) bezeichnet. M heifst torsionsfrei, falls 7(M) = {0} und ein Torsi-
onsmodul, falls 7'(M) = M.

Man konkretisiert sich die Begriffe mit Hilfe der folgenden Beispiele, wobei man R = Z
und R = K|[z| betrachte.

Beispiel 3.51. Sei R ein Hauptidealbereich mit K := Quot(R) # R.

1. K ist ein nicht endlich erzeugter, torsionsfreier R-Modul. (spéter)

2. K/R ist ein nicht endlich erzeugter R-Torsionsmodul. (zu kompliziert fiir uns.)
3. Jeder freie R-Modul ist torsionsfrei, insbesondere p R = R selbst.

4. Tst M beliebiger R-Modul, so ist M /T (M) torsionsfrei (Ubung).

5. Jeder zyklische Modul (sprich, von einem Element erzeugt), ist entweder isomorph
zu rR = R oder zu gRR/Ra = R/(a) fir ein a € R\ {0}. Im letzteren Fall haben
wir einen Torsionsmodul. (Obwohl pR/Ra und R/(a) als abelsche Gruppen identisch
sind und auch als R-Moduln, wenn man die R-Modulstruktur auf R/{a) wie erwar-
tet definiert, wollen wir doch im Kontext von Moduln lieber die erste und im Kon-
text von Restklassenringen die zweite Notation benutzen; also, da Anng(rR/Ra) :=
Meepr/Ra ANNg(2) = (a) konnen wir den R-Modul zR/Ra auch als R/(a)-Modul auf-
fassen. Als letzter ist er sogar frei.)

6. Endliche direkte Summen der Moduln aus 5. sind typische endlich erzeugte R-Moduln.
Nur scheinbar allgemeiner sind die folgenden:

7. Faktormoduln von R™*! (freier Modul auf n Erzeugern) nach Teilmoduln.

Unser Ziel wird sein, zu zeigen, dass die Moduln aus 7. nicht allgemeiner sind als die
Moduln aus 6. Hier zwei kleine Schritte in diese Richtung.

Lemma 3.52. Sei R Integrititsbereich und (e; = (1,0,...,0)" e, ..., e,) die Standardbasis
von R™', also freies Erzeugendensystem des freien R-Moduls Frr(n) = R™ 1. Sei k < n und
di,....d; € R\ {0}. Dann gilt

RY™Y/{dyey, ... dre)r = (@ Rei)/(@ Rd;e;)

k n
=1

i=k+1

k
>~ P rR/Rd; ® R"H<.
=1
Falls in dieser Situation noch zusitzlich d; teilt d;y fiir i = 1,...,k — 1 gilt, so nennt man
(€1,...,e,) und (dyey,...,drer) kompatible Basen, genauer ein Paar kompatibler Basen. (Den
Begriff Basis benutzen wir als Synonym fiir freies Erzeugendensystem.)

'Es gilt: Anng(M) = Nperr Anng(m).



48 KAPITEL 3. MODULN

Beweis. Ubung. Hinweis: Bestimme den offensichtlichen Epimorphismus

k
R @RR/RCZ@ D R(n—k)xl

=1

und wende den Homomorphiesatz fiir Moduln an. Beachte:

k
RkXI — @Rdzez . ((11, . ,ak)" — (aldl, . 7akdk707 . 70)”

=1

ist ein R-Modulisomorphismus. O

Bislang wissen wir nicht einmal, dass Teilmoduln freier endlich erzeugter Moduln iiber
Hauptidealbereichen frei sind, geschweige denn, ob kompatible Basen existieren. Hier ein
erstes Indiz.

Lemma 3.53. Sei R ein Hauptidealbereich und M = R™* ein freier R-Modul von Rang n.
Dann ist jeder R-Teilmodul von M endlich erzeugter freier R-Modul auf k < n freien Erzeugern.

Beweis. Wir filhren den Beweis durch Induktion tiber n. Fiir n = 1 ist die Sache klar, da
Teilmoduln von r R Ideale von R sind, also Hauptideale. Sei nun 7' <z M und (ey, ..., €e,)
die Standard-R-Basis von M. Zu der Zerlegung

M = Re; @ (e, ..., en)r

gehort die Projektion 7 : M — Re;. Dann ist 7(T)) < Re;. Im Falle 7n(T") = {0} greift die
Induktionsvoraussetzung sofort. Sonst ist 7(7") = Rde, fiireind € R\ {0}. Beachte, 7(T') ist
frei auf de;. Wahle ¢t € T mit 7 (t) = de;. Dann definiert

t:Rdey — T :deg —t
einen R-Modulmonomorphismus und es gilt (Ubung)
T = Rt ® Kernmp.

Wegen Kernmr < (e, ..., e,)r konnen wir die Induktionsvoraussetzung benutzen und
bekommen unsere Behauptung. O

Wir wollen jetzt die Existenz kompatibler Basen beweisen, indem wir sowohl beim Teilm-
odul R**! als auch bei R™*! Basistransformationen vornehmen.

Bemerkung 3.54. Sei R? ein Hauptidealbereich.

1. Die Beschreibung von Homomorphismen von freien R-Moduln in freie R-Moduln
(alle endlich erzeugt) geschieht wie bei Vektorrdumen durch Matrizen beziiglich Ba-
sen. (Alle relevanten Formeln aus der linearen Algebra bleiben giiltig.)

2. Automorphismen von freien R-Moduln (vom Rang n) und Basistransformationen
werden beschrieben durch Matrizen aus

(R™™)* = GL(n, R) = {g € R™™| det(g) € R*}.

3. Fira,b € R\ {0} mit ggT(a,b) = d gibtes s,t € R mit sa + tb = d. Es gilt

Uap) == ( S ) € GL(2, R) und U(a) ( Z ) = < g ) )

Qule o+

[
d
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Satz 3.55. Sei R Hauptidealbereich und C € R**™. Dann existieren Matrizen A € GL(k, R)
und B € GL(n, R), so dass

. Diag(dl,...,dl) 0
ACB = < 0 0

mit d; € R\ {0},l <min(k,n)und d; | d;+; fiiri =1,...,1 — 1. Die Matrix AC' B nennt man die
Smith-Form von C.
Ende

Beweis. Setze C := C. Wir fiihren reversible Zeilenoperationen durch, und erhalten C; := Vorl. 14
A1Cy,C3 = AsCy, ..., C, = A,_1C,_4, so dass die erste Spalte von C, gleich (d,0,...,0)".
Dabei sind die A; Permutationsmatrizen oder von der Form Diag(U(avb), Ix_2), wenn die
obersten zwei Eintrdge a,b der jeweils ersten Spalte von C; von Null verschieden sind.
Beachte, d ist der grosste gemeinsame Teiler der Eintrdge der ersten Spalte von C.

Danach fiihren wir reversible Spaltenoperationen durch und erhalten C,., := C.B;, ...,
Crts = Cr1s-1Bs, so dass die erste Zeile von C,.; gleich (d',0, .. .,0) ist. Dabei sind die B;
Permutationsmatrizen oder von der Form Diag(U, (t;"’b), I,_»), wenn die ersten zwei Eintrage
a,b der jeweils ersten Zeile von C; von Null verschieden sind. Klar: d’ | d. Aber leider ist
jetzt die erste Spalte nicht mehr notwendig ausgerdumt, so dass man den ersten Schritt
wiederholen muss. Da aber R keine echten unendlichen Teilerketten zuldsst hat man nach
endlich vielen Wiederholungen die Matrix C; := Diag(d;, C").

Rekursives Anwenden der Methode auf C’ liefert nach endlich vielen Schritten schliesslich
Matrizen A" € GL(n, R), B’ € GL(k, R), so dass

O = ANCB — ( Diag(dld...,dl) 8 )

mit d; € R\ {0}. Sollte fiir ein i noch die Bedingung d; | d; 1, verletzt sein, sind noch weitere
Umformungen durchzufiihren. Es gentigt, diese fiir 2 x 2-Matrizen zu demonstrieren:

1 1 . | di diga
< 0 1 )D13g<di,dz’+1> = ( 0 dis )

also eine Matrix, die man mit den anfanglichen Methoden wieder auf die Form
Diag(ggT(di, diy1),kgV(d;, dit1))
transformieren kann. Nach endlich vielen Schritten hat man die geforderte Gestalt. [

Ubung 3.13. Gib ein effektives Verfahren fiir Matrizen {iber EUKLIDischen Bereichen
an, welches versucht, immer das Matrixelement einer festen Spalte bzw. einer festen Zeile
mit dem grofiten v-Wert abzubauen, bis die Spalte oder Zeile ausgerdaumt ist.

6

2
Beispiel 3.56. Sei R :=Z und A := o € 72

-1 1 2 5
4 -3 0 —13
3 5

13 26

1 0

1 0
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Beispiel 3.57. Simultane Kongruenzen
r1+xy = 0 (mod Z)
r1—x9 = 1/4 (mod Z)
sind fiir z1, x5 € R zu 16sen. Wir schreiben dies als Matrix:

(1 1
ooay- eyl

Aus der letzten Matrix lesen wir die Zwischenldosung

. 21 .
y—(1/8+1/222> mit 21,20 € Z

ab und erhalten als endgiiltige Losung durch Multiplikation mit IV:

. ( 1/8+zl+1/222)

_1/8—1/22 mit 2, 20 € Z

Lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten erweisen sich auch als
Kongruenzsysteme tiber R[z] oder C[z]. Solange die rechte Seite Null ist, sind keine Pro-
bleme der Analysis involviert. Im inhomogenen Fall braucht man aus der Analysis die
Methode der Variation der Konstanten. Wir beschréanken uns auf den homogenen Fall.

Beispiel 3.58. Seien 1, x5, x3 unendlich oft differenzierbare Funktionen auf R oder Ele-
mente von R[[t]]. Gesucht sind die Losungen des Differentialgleichungssystems

! ! "o
T —xy+w3 = by

T+ Ty +ay = by
mit b; = by = 0. In Matrizen, wobei D dann die Ableitung induzieren soll:

T

. D -D D?
M| x :0m1tM::( 1 D2 D)’
3
Zeilenumformungen:
D —-D D?|i . 1 D* D by
1 D? D |b 0 D3+D 0 |—b+ Dby
Spaltenumformungen mit
1 -D* -D
1 0 0
W=10 1 0 liefert ( 3 )
0 0 1 0 D°+D 0

als Matrix der linken Seite. Wegen 2 + x = z(2? + 1) 16st sich dieses System sehr leicht:

Y1 0
yo | = | a+bsin(t) + ccos(t)
Y3 f(@)
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mit a,b,c € R und f eine unendlich oft differenzierbare Funktion R — R. Durch Heran-
multiplizieren von W erhalten wir die Losungen des urspriinglichen Systems:

T bsin(t) + ccos(t) — f'(t)
T | = a+ bsin(t) + ccos(t)
L3 f(t)

Hauptsatz 3.59. Sei R ein Hauptidealbereich.

1. Ist M ein endlich erzeugter R-Modul, so gibt es s,t € Zsound dy,...,d; € R\ (R*U{0})
mit d; | d;1 fiir alle i, so dass

t
M =y B> & @ rR/Rd;.

i=1

2. Gilt
t t
R & (P rR/Rd; = B & (P rR/Rd;
i=1 =1
mits, t, Sl, t e Zzg und dl, R ,dt, dll, - ,d;/ S R\(R*U{O}) mit d; | di+1fa7’i = 1, A !
und d; | di fiiri=1,...,t' —1,s0gilt s = &'t = t' und d; ~ d; fiiri = 1,...,t. Man

nennt s den Rang (genauer torsionsfreien Rang) von M und d; den i-ten Elementarteiler
von M.

Beweis.
1. Folgt sofort aus den vorangegangenen Lemmata und dem Satz.

2. Bezeichne die linke Seite mit M und die rechte mit N. Aus M = N folgt
R¥> = M/T(M) = N/T(N) = R**!,

Sei p € R ein Primelement und F' := R/(p) der zugehorige Restklassenkorper. Dann
gilt:
s =dimp( R /pR™ ) = dimp(R* ! /pRS ) = 5.
—_————
=(R/ (p))*x1=Fx1

Weiter folgt T'(M) = T'(N), also auch
(dy) = Anng(T(M)) = Anng(T(N)) = (dy) d.h. d; ~ d,.

Um die d; zu rekonstruieren, brauchen wir nur die p-Potenzen zu testen, welche in
den d; aufgehen, wobei die p die Primteiler von d; durchlduft. Man betrachtet hierzu
die Zahlenfolge

dimp p'T(M)/p"™™ T (M) = dimp p"T(N) /p" ' T(N)

firi =0,1,...k(p), wo p*® die hochste p-Potenz ist, die in d; aufgeht. Es ist klar, wie
man (durch Ubergang zur sogenannten assoziierten Partition) die p-Potenzanteile der
d; und der d; rekonstruieren kann und so d; ~ d; und t = t' beweist. Beachte: ¢t = t/
ist die minimale Erzeugendenzahl von 7(M) = T(N) und gleich dem Maximum
der Dimensionen der T'(M) /pT (M) = T(N)/pT(N) als R/(p)-Vektorraume, wo p die
Primteiler von d; durchlauft. O

Ende
Vorl. 15
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Folgerung 3.60. Sei M = T'(M) ein endlich erzeugter R-Torsionsmodul mit Ann(M) = (d).
Ist d ~ [, p;" die Faktorisierung in Potenzen von Primelementen, so zerlegt sich nach dem Chine-
sischen Restsatz

R/(d) = X R/(p;") und entsprechend M = @ M/pl M

und M /p;" M ist R/(p;")-Modul.
Ist p € R prim, so sind die endlich erzeugten R/(p"™)-Moduln durch endliche monoton steigende
Folgen a natiirlicher Zahlen < n charakterisiert: a liefert den Modul

D R/ Ry

Folgerung 3.61. Sei M ein e.e. torsionsfreier R-Modul. Dann ist M frei.

Achtung: Dies ist falsch fiir nicht e.e. torsionsfreie R-Moduln. Ist z.B. R = Z, so ist Q ein
torsionsfreier Z-Modul. Jedoch ist Q nicht frei, denn fiir je zwei Elemente a/b, c/d € Q gilt
(bc)a/b — (ad)c/d = 0.

Folgerung 3.62. Sei R ein Hauptidealbereich mit K := Quot(R) # R. Dann ist K ist ein
nicht endlich erzeugter, torsionsfreier R-Modul. (Ubung)

4.2 Der Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen

Wir wenden unsere Erkenntnisse jetzt speziell fiir den Ring R = Z an. Die Z-Moduln sind
genau die abelschen Gruppen, endlich erzeugte Z-Moduln also endlich erzeugte abelsche
Gruppen und wir erhalten den folgenden Struktursatz.

Folgerung 3.63. (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen) Sei G = (g1, .., gn)
eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es r,s € Z>o, hy,...,h, € G, t1,...,t; € G,
di,...,ds € Zmit di|dsy|...|ds, sodass

G=(h)x...(hy) x {t1) X ... x({t;) 2L SL)(dr) & ... DL/ (ds)
Folgerung 3.64.

1. Sei G eine endliche abelsche Gruppe von Ordnung |G| = pi* ... p. Dannist Gein Z/([[;_, p;*)-
Modul. Dieser Ring ist nach dem chinesischen Restsatz isomorph zu )(fz1 Z/{p;"*). Dement-
sprechend lifst sich G eindeutig schreiben als

i
i=1

wo |P;| = p; ist. (P; nennt man auch die p;-Sylowgruppe von G).

2. Sei P eine abelsche Gruppe von Primzahlpotenzordnung |P| = p" > 1 (p-Gruppe). Dann
Qibt es eindeutigest € N, ay < ... <aq e Nmit P=Z/(p") & ... ®Z/(p™).

Beispiel 3.65. Die abelschen Gruppen der Ordnung 24 = 2% - 3 sind: Z/(24) = Z/(8) &
L)(3), L/2) @ Z/{4) ®Z/(3), Z/(2) ®L/(2) ®L/(2) D L] (3).

Folgerung 3.66. Sei G eine endliche abelsche Gruppe, a € G. Das n € N mit nZ = Anng(a)
nennt man auch die Ordnung von a. Es gilt ord(a) = |(a)| und ord(a) teilt |G|.
Existiert ein a € G, so dass (a) = G, so heifit G zyklische Gruppe. Von Ordnung m € Zx ist
Cr, := (Z/mZ,+) bis auf Isomorphie die einzige zyklische Gruppe von Ordnung m.
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Wir wollen unsere Ergebnisse jetzt auf Einheitengruppen von Restklassenringen von Z
anwenden. (Z/mZ)* ={a+mZ € {1,...,m — 1} | ggT(a,m) = 1}.

Definition 3.67. Die Eulersche p-Funktion:
p:N = N; ¢(m) := |(Z/mZ)"]
Bemerkung 3.68.

1. (Kleiner Satz von Fermat) Ist p eine Primzahl und a € Z, dann ¢” = a (mod p), denn
plp) =p—1L

2. Ist p eine Primzahl, so ist (Z/p°Z)* = Z/p°Z \ p(Z/p°Z) also p(p*) = p* — p*~ ! =
a—1
e =)

3. Istm = H;:1 pjo-‘j mit paarweise verschiedenen Primzahlen p; und «; > 1, dann ist

Z/mZ = X Z/p;’ Znach dem chinesischen Restsatz, also auch (Z/mZ)* = x;(Z/p; Z)*

4. Bsist p(m) = [T°_, p" ' (p; — 1).

Lemma3.69. _,,, »(d) = m.

Beweis. Seim = [];_, p;’. Induktion tiber y°_, a; =: n.

n = 1: Klar.
Induktionsschritt:
deld) =Y eld+ > epid) =
dm dlm/p1 dm/(pi*)
m/pr+piH(pr — 1)ps? .. pY = m. O

Satz 3.70. Sei K ein endlicher Korper. Dann ist seine Einheitengruppe zyklisch.

Beweis. Betrachte (K*,-) als Z-Modul tiber za = a” fiir z € Z und a € K*. Zeigen: Fiir jeden
Teiler d von | K| — 1 hat K* genau ¢(d) Elemente der Ordnung d.

Denn: Sei ¢(d) := |[{a € K* | ord(a) = d}|. Dann gilt d { |K| — 1 = (d) = 0.

Ista € K*, ord(a) = d, so ist (a) die Menge der d verschiedenen Nullstellen von X¢ — 1. Die
Elemente der Ordnung d in (a) sind genau die a™ mit ggT(m,d) = 1, also ist ihre Anzahl
genau ¢(d) und ¢(d) < ¢(d). Deshalb ist

K—1=|K = Y wd< 3 old =KL

d||K|-1 d||K|-1

Also ¢(d) = ¢(d). Insbesondere ist ¢)(| | — 1) # 0 und K* = (a) fiir jedes Element a € K*
mit ord(a) = |K| — 1. O

Satz 3.71. Sei p eine Primzahl, o > 1.
1. Istp > 2,s0ist (Z/p*Z)* = (Z)p*'Z,+) ® (Z)(p — 1)Z,+).
2. Ista > 2,80ist (Z)2°2)* =2 (Z)2Z,+) & (Z/2° 27, +).

Beweis.

Ende
Vorl. 16
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1. Zeige: Die Gruppe ist zyklisch. Mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes zeigt man: Ist
B>1,b€Z,ptb, dannist
(L+p°b)P =1+ p te

furein c € Zmitp 1 c.

Ist a € Z mit (a + pZ) = (Z/pZ)*, soist a?™* = 1 + pb fiir ein b € Z. Gilt p 1 b, so ist
(a+p*Z) = (Z/p“Z)*. Falls p | b, dann ersetze a durch a +p und erhalte (a+p+p°Z) =
(Z/p*Z)".

2. als Ubung. O

Damit haben wir die Struktur der Einheitengruppe von Z/mZ bestimmt, denn dieser
Ring ist nach dem chinesischen Restsatz isomorph zu

ZJp* 7 x ... X L]p>Z,

falls m = pi"* - - - p2* eine Primfaktorzerlegung von m ist. Also ist seine Einheitengruppe das
direkte Produkt der Einheitengruppen

(Z)mZ)" = (Z[p1'Z)" x ... x (L/p*Z)".



Kapitel 4

Normalformen fiir Matrizen.

1 Ahnlichkeit von Matrizen

Wir wollen iiber das Klassifikationsproblem der Endomorphismen eines endlich dimen-
sionalen K-Vektorraumes sprechen oder, was dquivalent hierzu ist, {iber eine Normalform
der Matrizen des Endomorphismus, die durch eine gewisse Basiswahl erreicht wird.

Definition 4.1. Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum iiber dem Korper K der Dimen-
sionn € N.

1. Zwei Endomorphismen «, § € End(V) heifien dhnlich oder konjugiert unter GL(V),
falls ein v € GL(V) existiert mit & = yo S oy~ L.

2. Zwei Matrizen A, B € K™*™ heifien dhnlich oder konjugiert unter GL(n, K), falls ein
g € GL(n, K) existiert mit A = gBg~'.

3. Sei R ein Integritédtsbereich. Zwei Matrizen A, B € R™*™ heifSen dquivalent (iiber R),
wennes g € GL,(R), h € GL,,(R) gibt mit gAh = B.

Klar: Aquivalenz von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation.
Den Struktursatz 3.55 kann man auch so formulieren: Ist R ein Hauptidealbereich, so ist
jede Matrix dquivalent zu einer Diagonalmatrix.
Ahnliche Matrizen sind dquivalent {iber K. Die Umkehrung gilt jedoch nicht. Z.B. ist jede
Matrix in GL,(K) ist d4quivalent tiber K zur Einheitsmatrix, aber dies ist nicht richtig fiir
Ahnlichkeit.
Die Matrizen, die einen festen Endomorphismus beschreiben, bilden eine Ahnlichkeitsklas-
se, wenn man die Basis variieren ldsst. Umgekehrt sind zwei Endomorphismen genau dann
durch dieselbe Matrix beschreibbar, wenn sie konjugiert sind.

Bemerkung 4.2. 1., x, sind Invarianten (aus denen man Spur und Determinante able-
sen kann). Fiir jedes Polynom p(z) € K|[z] ist
End(V) = Z>¢ : @ — Dim(Kern(p(«)))

eine Invariante.

Wir wollen in diesem Abschnitt fiir einen gegebenen Endomorphismus a € End(V) eine
moglichst einfache Form fiir die Matrix #a® finden. Bislang haben wir nur Teilergebnisse
und Spezialfille erledigt, an die wir uns kurz erinnern wollen. Fiir den ganzen Abschnitt sei
V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Hier ist eine Zusammenfassung einiger relevanter
Ergebnisse aus dem ersten Semester.

55
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Bemerkung 4.3. Ist yu,(z) = Hle p;" die Zerlegung des Minimalpolynoms in normierte
irreduzible und paarweise verschiedene Polynome p;, dann gilt:

1. Das charakteristische Polynom ist gegeben durch x,(z) = []\_, p mit ¢; > m;.

2. Man hat eine kanonische Zerlegung von V in die p;-Hauptraume V; := Kern(p;" (o)),
die alle a-invariant sind:

Man hat V; = Kern(p;"(«)) = Bild(¢;(«v)) mit ¢; := Hf# P

3. Die Projektionen der Zerlegung sind gegeben durch m; = (a;¢;)(c) wobei a; € K|x]
mit
l=a1q1+...+aq

gegeben sind.

4. Fiir die Dimension der Hauptraume gilt

Dim(Kern(p;"(«))) = ¢; Grad(p;).

5. Im Falle m; = 1 ist Kern(p;"(«)) ein K|x]/(p;)-Vektorraum der Dimension ¢;, und
aus einer K |x]/(p;)-Basis konstruiert man leicht eine K-Basis, die fiir die Einschran-
kung von a auf Kern(p;" (o)) die Matrix Diag(M,,, ..., M,,) liefert, wobei M,, die Be-
gleitmatrix von p; ist. (Wichtiger Spezialfall: p;(z) = x — a fiir ein ¢ € K. Dann ist
M, = (a) und wir haben (m; = 1 vorausgesetzt) eine Basis aus Eigenvektoren fiir den
Hauptraum.)

Ubung 4.1. Sei y1,, = p" fiir ein irreduzibles normiertes Polynom p € K[z]. Zeige, dass
der Algorithmus zur Berechnung des Minimalpolynoms einen Vektor V' € V als Nebenpro-
dukt produziert, fiir dessen Minimalpolynom gilt: 1o v = iq.

Mit diesen Vorbemerkungen wollen wir zundchst einen kurzen Blick auf den Zentralisator
eines Endomorphimus werfen.

Definition 4.4. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum der Dimension n und a €
End(V). Dann heif3t

Cinavy(a) == {f € End(V)|ao 8 = foa} < End(V)

der Zentralisator oder die Zentralisatoralgebra von « (in End(V)).
Fur A € K™ ist die Zentralisatoralgebra von A definiert als Cgnxn(A) == {X € K™ |
AX = XA}

Bemerkung 4.5. Cghqv)() ist der Kern der linearen Abbildung
End(V) = End(V):y+— aoy—voa«
und somit ein Teilraum des K-Vektorraums End(V). Da Cgnq(v)(«) auch abgeschlossen ist
unter Komposition von Abbildungen, ist Crq0) (@) eine Teilalgebra von End(V).

Beispiel 4.6. Ist A = Diag(0,1) € K?*? so ist Cg2x2(A) = {Diag(a,b) | a,b € K} = K[A].

.. (01
FurA—(1 1

trix Diag(A, A) € F3** so ist ihr Zentralisator isomorph zu F3*? (Ubung).

) € F3*? ist C2x2(A) = Fo[A] = Fy. Betrachtet man die Blockdiagonalma-



1. AHNLICHKEIT VON MATRIZEN 57

Satz 4.7. Sei o € End(V) etc. wie in Bemerkung 4.3. Setze V; = m;(V), a; := ayy, : V; = Vi

1. Fiir B € Cgnapy(a) und 1 <i < j <L gilt o fomj = 0,d.h. [ respektiert die Zerlegung
von V in seine Hauptriume, und somit gilt insbesondere

V4
B = E m;0Bom;
et e —
=1
‘ €CEna(v;) (i)

und

¢
Cinavy (@) = X Cinaoy) (as)

=1

2. Sei po () = xa(z), also das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom seien gleich.

Dann ist
n—l)

(idy, o, 02, ..., «
mit n = Dim(V) eine K-Vektorraumbasis von Cgpan) ().
Beweis.

1. Da 8 € Cgpav)(a) mit a vertauschbar ist, ist es auch mit jedem Polynom in « ver-
tauschbar, insbesondere mit den 7;. Damit folgen die ersten Aussagen. Weiter ist
7; € Cena(v)(a) fiir jedes 7 und als Polynom in « ist m; mit jedem Element in Cgpay) (@)
vertauschbar. Daher ist jedes

CEnd(V)(a) = @ﬂ'iCEnd(V)(a)

und 7;Cpnav) (@) = Crnawy) (i) Ende

2. Aus der Voriibung schlieflen wir, dass jeder Hauptraum V); einen Vektor enthilt, des- Vorl. 17
sen Minimalpolynom gleich p™ ist. Wegen fi,(x) = xo(z) liefert die Summe dieser
Vektoren uns einen Vektor V' € V mit mit Minimalpolynom i, v () = pia().

Unter den gegebenen Voraussetzungen ist
(Via(V),...,a" (V)
eine Basis von V. Sei nun 3 € Cgna)(a) und
pV)y=V'= Z a;' (V) fiir geeignete a; € K.
Dann ist S(a(V)) = a(8(V)) = a(V’) und allgemeiner S(a’(V)) = o/ (V’), also

Bo! (V) = (Z aio’) (o (V).

Also hat 3 denselben Effekt auf unsere Basis wie > a;a!, somitist 5 = > a;a’. O

Ubung4.2. Zeige: Im Falle 1, = Yo ist Caavy (@) als K-Algebra isomorph zu K[z]/(j,).

Ubung 4.3. Man formuliere den letzten Satz und die zugehorigen Ubungen in der Spra-
che der Matrizen. (Sehr wichtig!)

Die Situation aus Satz 4.7 hat einen Namen:
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Definition 4.8. Sei a € End(V). Jeder Vektor V' € V mit (V), = K[a](V) = V heifit
ein zyklischer Vektor von V (beztiglich «). Falls ein solcher existiert, heifst V' ein zyklischer
Vektorraum beziiglich a.

Beispiel 4.9. Sei A = Diag(0,1) € K?*2. Ist K**! ein zyklischer Vektorraum beziiglich
A?

Sei B = Diag(1,1) = I, € K2*2. Ist K2*! ein zyklischer Vektorraum beziiglich B?

Klar: V ist genau dann ein zyklischer Vektorraum beziiglich o € End(V) wenn p, = x4
gilt, denn fiir jeden zyklischen Vektor V hat y, v den Grad dim(V). Die Umkehrung ist eine

Ubungsaufgabe.

2 Normalformen fiir Matrizen

2.1 Die rationale kanonische Form

In diesem Abschnitt mdchten wir den Struktursatz fiir Moduln tiber Hauptidealbereichen
anwenden, um eine Normalform fiir Ahnlichkeitsklassen von Matrizen zu erhalten. Sei
dazu K ein Korper.

Satz 4.10.

1. Jede Matrix A € K™ macht K™ zu einem K|[z]-Modul durch p(x)V = p(A)V fiir alle
V e K™, p(x) € K|z]. Diesen K|z]-Modul bezeichnen wir mit M 4.

2. Esist Anngy)(Ma) = (na) < K[z| das vom Minimalpolynom von A erzeugte Ideal.
3. Endgp(Ma) = Cxnxn(A) ={X € K™ | XA = AX}.

4. Fiir A, B € K™" gilt My = Mp genau dann, wenn es ein g € GL,,(K) gibt mit A = g~ ' By,
also genau dann wenn A und B dhnlich sind.

Beweis.
1. & 2. hatten wir schon frither bemerkt.

3. Der K[z]-Modul M, wird durch Einschrankung zu einem K-Modul, also einem K-
Vektorraum. Insbesondere sind alle K[z]-Modulhomomorphismen auch K-lineare
Abbildungen und somit gegeben durch Multiplikation mit einer Matrix. Fiir X €

K" ist die K-lineare Abbildung X € Endg;)(M4) genau dann, wenn X(zV) =

X (V) fiir alle V e K™, also genau dann wenn X AV = AXV fiir alle V e K™,
d.h. XA = AX und somit X € Cinxn(A).

4. Sei X : M 4 — Mp ein Isomorphismus. Dann ist insbesondere die lineare Abbildung
X bijektiv, also X € GL, (K). Weiter erfiillt X die Bedingung X (AV) = BX(V) fiir
alleV € K™™' also XA = BX und somit A = X 'BX. O

Ubung 4.4. Formulieren Sie obigen Satz und alle weiteren Ergebnisse dieses Abschnitts
in der Sprache der Endomorphismen.

Definition 4.11. Sei A € K™*". Die charakteristische Matrix X(A) ist definiert als X(A) =
xl, — A e K[z|"™.

Satz 4.12. Sei A € K"*". Der Kern des K |x]-Modulepimorphismus
fa: K[z]™" = Frgp)(n) — Ma, fale;) = ¢
ist der Teilmodul S(X(A)) < K[z|"*!, der frei auf den Spalten von X(A) ist.
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Beachten Sie: e; hat in diesem Kontext zwei verschiedene Bedeutungen: Als Argument
von [, lebte; in K[z]"! und bezeichnet die i-te Einheitsspalte in diesem freien K [z]-Modul.
Als Wert von f, lebt ¢; in M, und bezeichnet die i-te Einheitsspalte in K"*!.

Beweis. Fiirp= (p1,...,pn)" € K[z]™*! ist
fap) = 140 pied) =Y pilA) - fales) =D piAes.
=1 =1 =1

Insbesondere haben wir fiir alle 1 < j < n:
fA(.ﬁL'ej) = Aej = A,j und fA(ej) =€

und somit fa(ze; — A_;) = fa(ve; — >0 Ajje;) = A_; — A_; = 0. Somit ist der von den
Spalten ze; — A_; der charakteristischen Matrix erzeugte Teilmodul von K[z]"*! enthalten
im Kern von f,4. Bezeichne N4 := S(X(A)) diesen Spaltenraum. Da N, im Kern von f4 liegt,
ist die Abbildung f, : K[2]"*!/N4 — M, wohldefiniert und wie die Ausgangsabbildung
faistauch f, K-linear und surjektiv. Die K-Dimension von M, ist n.

Behauptung: (e;+Na, ..., e,+N,) istein K-Erzeugendensystem von K |[z]"*! /N 4. Dazu sei
p = (p1,...,pn)" € K[z]"*'. Wir zeigen durch Induktion iiber Grad(p) := max{Grad(p;) |
1 <i<n}dasseseinc € K™! und ein C € Ny gibt mit p = ¢ + C. Dies ist klar, falls
Grad(p) = 0, da dann schon p = ¢ € K™*!. Ansonsten dividiere alle p; mit Grad(p;) =
Grad(p) sukzessive mit Rest durch (x — A;;) und ersetze p durch p — ¢;X(A)_;. Da Grad(¢;) =
Grad(p;) — 1 ist, verringert sich der Grad von p danach um mindestens 1.

Also ist die K-Dimension von K [z]"*! /N4 hochstens n und somit f , auch injektiv.

Dass Ny frei auf den Spalten von X(A) ist, folgt da det(X(A)) = x4 # 0. O

Folgerung 4.13. Als K|[z]-Modul ist M4 isomorph zu K[x]"*'/S(X(A)). Nach dem Struk-
tursatz 3.55 gibt es g, b € GL,, (K |z]) mit

gX(A)h = Diag(f1(2), ..., fu())
so dass fi(x) € K[z] normiert, fi(z) | fo(x) | ... | fu(x). Die fi(x) sind nach Satz 3.59 durch
A eindeutig bestimmt (die Elementarteiler von X(A)). Es gilt xa = det(X(4)) = [, fi(z),
4= ful) und

My =gy Klz]/(f1(2)) @ ... @ Klz]/{fu(2)) = Mp

mit F' = Diag(My,, ..., My,). Ist d; := Grad(f;) und s = min{i € n | d; > 0}, so ist A ihnlich
zur Blockdiagonalmatrix

RKF(A) := Diag(My,, ..., My,)
wo My, € K% die Begleitmatrix von f; bezeichnet (die leere Matrix, falls d; = 0 ist). RKF(A)
heift rationale kanonische Form oder auch Frobenius-Normalform von A € K™*™.

Ende

Bemerkung 4.14. Sei RKF(A) := Diag(My,, ..., My,). Dann ist M4 die direkte Summe Vorl. 18

von n — s+ 1 zyklischen K[z]-Moduln K[z]/(f;). Jede andere solche Zerlegung von M4 hat
mindestens ebensoviele zyklische Summanden.

Achtung: Im Gegensatz zur Hauptraumzerlegung ist die Zerlegung in Bemerkung 4.14
nur bis auf Isomorphie eindeutig:

Bemerkung 4.15. Die direkte Zerlegung in zyklische Summanden ist nicht eindeutig.
Ist « = Aund sind B, B’ Basen von V = K™*! mit

BaP = Diag(My,,..., M) = Za?.

so ist der Endomorphismus 5 € End(V) definiert durch 5(B;) := B firalle1 <i < n =
Dim(V) eine Einheit im Zentralisator von a:

b e C’End(v)(oz)* = CEnd(V)(Oé) N GL(V) =: Auta(V).
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Folgerung 4.16. Seien A, B € K™*". Aquivalent sind:
1. Aund B sind ihnlich.

2. X(A) und X(B) sind ihnlich.
3. X(A) und X(B) sind dquivalent iiber K|x].
4. M4 und Mg sind isomorphe K [z]-Moduln.

5. A und B haben dieselbe rationale kanonische Form.

Durch eine Kombination von Hauptraumzerlegung und rationaler kanonischer Form
erhélt man die sogenannte primére rationale Form einer Matrix A, mit der man M, in
die maximal mogliche Anzahl nicht-trivialer zyklischer K[X]-Moduln zerlegt. Diese hat
den Vorteil, dass die Blockdiagonalmatrizen kleiner sind als bei der rationalen kanonischen
Form.

Bemerkung 4.17. Sei A € K™ mit Minimalpolynom u, = []._, p™, charakterisi-
tischem Polynom x, = [[i_, 7% und V; := Kern(p/"(A)) der p-Hauptraum. Dann ist
K™ = @¢_, V eine A-invariante Zerlegung. Beziiglich einer an diese Zerlegung angepas-
sten Basis hat A also eine Matrix Diag(4, ..., A,) in Blockdiagonalgestalt. Ist RKF(A4;)
Diag(M (p®), ..., M(p;,”")) die rationale kanonische Form von A; (also 0 < a; < a; < ...
as, ¢; = a1 + ...+ as, as = m;) so ist A dhnlich zu

PRF(A) = Diag(RKF(A,), ..., RKF(A;)) = Diag(M,ou1,..., M o).

by

IA I

PRF(A) heifit die primére rationale Form oder Weierstraf$ Form von A.

Ubung 4.5. Die a;; lassen sich aus der Primfaktorzerlegung der Elementarteiler von
X(A) bestimmen.

Beispiel 4.18. Sei K := Q und

—-6 6 0 6
-4 6 -1 3
A= e Q¥4
-6 12 -3 3 Q
-6 12 -3 3
Dann ist
r+6 —6 0 —6
X(4) 4 rz—06 1 -3 0l ]4X4
— € Qlz
6 -12 z+3 -3
6 —12 3 r—3
und gX(A)h = Diag(1,1, z, ), wobei
1 0 0 0 0 0 0 6
B 0 1 0 0 b_| 0 0 -1 1/42 + 3
8= 124z +1/4 =3/4 0 14 |"77| —1/2 1 -3 —1/42®+3/4z +3
1/622 —2z—4 z+12 —4 =z -1/6 0 1 3/4x + 3
Also erhdlt man
0O 00O
0O 00O
RKF(A) = PRE(A) = | | o ¢
0 01 0
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Beispiel 4.19. Sei

0 1 1
A= 1 -1 0 | e @*.
0 1 0

Dann findet man gX(A)h = Diag(1,1,z* + 22 — x — 1) wobei

1 0 0 0 -1 z+1
g=[o0o 1 0], 9= 0 o 1
x 22 1 -1 —z 224+2x—-1

Alsoistp =2+ 2> —2—1=py = xa = (z + 1)*(z — 1), RKF(A) = M, und PRF(4) =
. 0 -1
Diag(1, ( 1 _9 ))

2.2 Trennende Invarianten

Definition 4.20.

1. Eine Partition der natiirlichen Zahl c ist ein k-Tupel a = (ay,...,a;) € N* fiir ein
ke Nmita; >ay>...>aq,unda; +as + -+ +ap = c.

2. Ista = (ai,...,a;) € N¥ eine Partition von ¢ € N, so ist die konjugierte Partition o’
von a definiert durch a] := [{j|a; > i}|.

Man visualisiert tiblicherweise die Partition durch Késtchen, die man linksbiindig in Zei-
len untereinander anordnet mit a; Késtchen in der i-ten Zeile. Dies nennt man das Young-
Diagramm der Partition. Die YOUNG-Diagramme von a und o’ sind transponiert zueinan-

der.

Definition 4.21. Sei V ein K-Vektorraum und « € End(V) mit x, = p°, p € K|z] irredu-
zibel. Dann gibt es eine Basis B von V mit

BB = Diag(Myar, . .., Myey)

fir eine eindeutig durch o definierte Partition (ay, ..., a;) von c. Diese Partition heifit die
durch « definierte Partition.

Satz 4.22. Sei o € End(V) mit p, = p™ mit p € Klx] irreduzibel. Setze v = p(«a), d :=
Grad(p).
Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. V ist zyklisch beziiglich c.

2. Kern(v) hat Dimension d iiber K.

3. v hat Rang dim(V) — d.

4. lha = Xa-

5. Simtliche a-invarianten Teilrdume von V sind gegeben durch
(V'(V))o = Bild(v')

fiiri=0,1,...m.
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Beweis. Zunichst eine allgemeine Vorbemerkung: Setze V; := Bild(v"). Nach Definition des
Minimalpolynomsist V,,_; # {0} und V,, = {0}. Weiter sind die V; a-invariant, d.h. a(V;) C
V;. Es ist

(*) V:V()>V1>...>Vm,1>vm:{0}.

wobei die Faktoren V;/V;+1 = v(V;_1/V;) epimorphe Bilder voneinander sind, also
Dim(V,,—1) < Dim(V;)—Dim(Vi11) < Dim(V;_;)—Dim(V;) < ...Dim(V)—Dim(V;) = Dim(Kern(v))

Das Minimalpolynom des von « auf V;/V;;; induzierten Endomorphismus «; ist fi,, = p.
Insbesondere die Dimension Dim(V;/V;, 1) ein Vielfaches von d.

2. & 3. folgt aus dem Homomorphiesatz.

Die Aquivalenz von 1. und 4. folgt aus dem Struktursatz fiir Moduln iiber Hauptidealbe-
reichen .

4. = 2. Ist p1o = Xa, S0 ist md = Grad(u,) = Grad(x,) = n und die echt absteigende Kette
von Teilrdumen oben hat Lange n/d. Damit muss aber Dim(V;) — Dim(V;41) = d sein fiir
alle 7, also auch Dim(Kern(v)) = d.

2. = 4.:Ist Dim(Kern(r)) = d, so folgt Dim(V;) = Dim(V;11)+d fiir alle i und daher m = n/d.
1. = 5.:Ist W < V ein a-invarianter Teilraum, so gibt es ein grofites ¢ mit YW < V;. Aber
jedes W € W\ V,, erfiillt bereits (W), =V, da auch V; ein zyklischer Modul fiir «; ist.
5.= 1. Klar. O

Folgerung 4.23. Seien oo und p wie in Definition 4.21, d := Grad(p) und a := (ay, . .., a1) die
durch « definierte Partition. Sei V; := Bild(p(«)*) fiiri =0, ..., ay. Dann gilt

V=Vo>WV>...>V, 1>V, ={0}
und dim(V;/V;41) = ald, wobei o die zu a konjugierte Partition ist.
Beweis. Wende Satz 4.22 auf jeden zyklischen Summanden an. O

Beispiel 4.24. Sie p € K[z] normiert, irreduzibel von Grad d und A € K*®% mit j4 =
p*. Dann ist x4 = p® und man hat 2 Moglichkeiten fiir die Ahnlichkeitsklasse von A:

A ~ Diag(M,, M,, M,3) oder A ~ Diag(M,2, M,s)

Im ersten Fall ist dim(Kern(p(A)) = 3d und im zweiten Fall gleich 2d. Man kann also ent-
scheiden, zu welcher Ahnlichkeitsklasse die Matrix A gehort, indem man nur den Rang
von v = p(A) berechnet.

Ende

Vorl. 19 Eg stellt sich abschlieBend die Frage nach trennenden Invarianten fiir die Konjugationsope-
ration.

Satz 4.25. Zwei Endomorphismen o, 3 € End(V) sind genau dann unter GL(V) konjugiert,
wenn gilt

1. die Minimalpolynome sind gleich: j1,(x) = pg(z) und

2. fiir jeden normierten irreduziblen Teiler p € K|x] des Minimalpolynoms sind die Partitionen
des p-Hauptraumes von (V, «) und von (V, [3) gleich.

In anderen Worten: Das Minimalpolynom zusammen mit den Partitionen bilden ein System tren-
nender Invarianten fiir die Ahnlichkeitsklassen.
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Beispiel 4.26. Ahnlichkeitsklassen in C***: (in der Vorlesung nur 3x3)
xal(x) pa(x) Partitionen Vertreter
(r —a)! T —a (1,1,1,1) Diag(a, a,a, a)
(r —a)? (2,1,1) Diag(M((x — a)?),a,a)
(z —a)? (2,2) Diag(M((x — a)?), M((x — a)*))
(z—a)’ (3,1) Diag(M ((z — a)’), a)
r —a)* (4) Ja(a)
(x —a)*(x — D) (x —a)(x —b) (1,1,1),(1) Diag(a, a, a,b)
(x —a)*(z —b) (2,1), (1) Diag(M((x — a)*), a,b)
(z —a)’(x —b) (3), (1) Diag(M((x — a)®),b)
(x —a)*(z — b)* (x —a)(x —b) (1,1),(1,1) Diag(a, a, b, b)
(x —a)*(x —b) (2),(1,1) Diag(M ((x — a)?),b,b)
(z —a)’(z — b)* (2), (2) Diag(M ((x — a)?), M((z — 1)*))
(x—a)(x—0b)(z—c)| (x—a)(x—0)(z—c) | (1,1),(1),(1) Diag(a, a, b, c)
(z—a)@—b)(z—c | (2),01)1) Diag(M((z — a)*), b, c)
Hw:a,byc,d@" B w) Hw:a b,c d(x B w) (1)7 (1)7 (1)7 (1) Diag(a7 bv G, d)

Ubung 4.6. Gib ein Vertretersystem aller Konjugiertenklassen von Endomorphismen
von F2*! und von R?*! an.

2.3 Die JORDAN Normalform

Aus der priméren rationalen Form erhdlt man durch eine etwas andere Basiswahl leicht die
JORDAN Normalform. Dazu geniigt es, die zyklischen Moduln innerhalb eines Hauptraums
zu behandeln.

Satz 4.27. Sei o € End(V) mit jio, = Xo = p™ mit p € K|z] irreduzibel. Setze v := p(«),
d := Grad(p).
Jedes V€ V — v(V) liefert eine Basis

B:=V,a(V),...

M, 0 0 0 0
Nys M, 0 0 O
0 Ny M 0 0
B, B _ o P
a” = Jn(p) : 0 0 Ny 0 0
0 0 0 Ny M,
0 0 1
wobei Ny = € Kdxd,
O ... ... 0
Beweis. Nachrechnen. H
Folgerung 4.28. Sei A € K"*" mit PRF(A) = Diag(Mou, . .. ,Mpm,_,) Dann ist A dhnlich

zu JNF(A)

= Diag(Jay, (p1), - - -+ Jay,, (P2)). INF(A) heifit die ]ordan-Normalform von A.
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Im Beispiel 4.18 ist RKF(A) = PRF(A) = JNF(A). Im Beispiel 4.19 erhdlt man

INF(A) =

2.4 Transformationsmatrizen

Bemerkung 4.29. (ohne Beweis) Sei S = gX(A)h = Diag(fi,..., f,) die SMITH-Form
von X(A), wobei die f; normiert seien. Seien f; = ... = f;_; = 1 und Grad(f;) = d; > 1 fur
allei > s.Danngiltd, +...+d, =n.Firi > sund 1 < j <nsei

_ di—1
8ij = Cijo T Cij1T + ...+ Cija17" " (mod f;).

Setze
Ci,j,0
(@) .__ . d;
P = : c K
Cijd;i—1
und "
P
P; = : e K".
P(”)

Dann ist die Matrix P = [P, ..., P,] € K™ invertierbar und es gilt PAP~' = RKF(A),
wobei RKF(A) die rationale kanonische Form von A ist.

1 0 0
Beispiel 4.30. Ist A wie in Beispiel 4.19, sokanng = | 0 1 0 | gewdhlt werden
r a? 1
und es ergibt sich gemaf3 obiger Vorschrift
0 01
P=11200
010
und erhalt
00 1
PAP'=11 0 1 | =RKF(A)
01 -1

wie gewiinscht.

Die Berechnung der SMITH-Form von X(A) ist viel zu aufwendig. Eine Transformations-
matrix P erhdlt man einfacher durch direktes Rechnen mit Matrizen tiber K: Da 4 = x4
gilt, ist R**! ein zyklischer Modul. Beginnt man mit

1 0 1
e = 0 |, Ae; = ey = 1 |, A%y = Aey = —1 |, so erhilt man direkt eine Basis
0 0 1
N 10 1
B = (e, €3, Aeg) mit PAP = M, inMatrizen T := | 0 1 -1 | erfult 7'AT = M,,.
0 0 1
Beispiel 4.31. Sei nun A wie in Beispiel 4.18, also gX(A)h = Diag(1, 1, z, z*), wobei
1 0 0 0
B 0 10 0
8= 1 1/24z+1/4 —3/4 0 1/4

1/62> —2—4 z+12 —4 =z
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Dann erhidlt man

~1 1 0
1/6 0 0

und berechnet PAP~! = Diag(M,, M,3).

Diese Methode ist sehr aufwendig, da esi.a. nicht so leicht ist, die SMITH-Form der cha-
rakteristischen Matrix zu bestimmen. Dazu werden Rechnungen im Polynomring benétigt.
Im folgenden wollen wir uns iiberlegen, wie wir eine geeignete Basis finden, so dass o

in Normalform ist, wobei wir ab jetzt mit der JORDAN-Normalform arbeiten werden.
Beispiel 4.32. Sei K := Q und

-6 6 0 6
-4 6 -1 3
A - c @4><4
—-6 12 -3 3
-6 12 -3 3

mit Minimalpolynom pi4(z) = 2*. Der erste Standardbasisvektor F; hat 2* als Minimalpo-
lynom:

1 -6 —24

0 —4 —12
(E17AE17A2E1) == )

0 —6 —12

0 -6 —12

Esist (E1)4 = (E\, Es, E5+ E,) (etwa mit Spalten-Gauf8 nachrechnen). Dieser Raum enthalt
also nicht Es. Es ist AE; = AE, — 1/4A%FE) also setzen wir F := 2F, — 1/2AE, — 2E3 =
(5,2,1,3)" damit AF = 0 wird. Dann ist (E1, AE;, A%E), F') eine Basis von Q**!, beziiglich
der A die Matrix Diag(M,s, M, ) bekommt.

Ende
Unsere Aufgabe ist es, diese Normierung auf den Fall von mehr als zwei Summanden zu Vorl. 20
tibertragen. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass p, = (z — a)™ gilt, also nur ein
Hauptraum vorliegt (die Zerlegung in Hauptrdume haben wir also schon erledigt) und
(nur um das Verfahren klarer zu machen) dass der irreduzible Faktor Grad 1 hat.

Bemerkung 4.33. Algorithmus zur Bestimmung der Jordan-Normalform, der mit Ker-
nen arbeitet
Sei a € End(V) mit p,, = p™ = (z — a)™ und setze v := p(a) = a — aidy. Sei W, := Kern(v").
Dann ist
Wo={0}< W) <...<Wy 1 <W,,=VW.
~~

=Fa(a)

Vorbemerkungen: Fiir die Elemente V. € W; \ W;_; gilt v/(V) = 0, aber v/~ 1(V) # 0.
Auflerdem ist v : Wj/Wj_l — Wj_l/Wj_g injektiv, da Vﬁl(Wj_g) < Wj_l ist.

1. Ergédnze eine Basis von W,,_; durch Vi,...,V} zu einer Basis von W,, = V. Dann
bilden die Restklassen (Vi + W,,—1,..., Vi + W,y,—1) eine Basis von W,,/W,,_1. Da
v Win/Win—1 = Win—1/Wi—o injekitiv ist, sind auch (v(V1)+ W2, .. ., v(Vi) + Wi—2)
linear unabhingig und man erhalt induktiv, dass

B = (Vi,v(VD), ..., v (W), Vo, v(Va), ., ™t (Va), o Vi v (Vi) . ™ H (V)
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eine Basis eines a-invarianten Teilraums ist mit »a®m = Diag(J,,(a),.. ., Jm(a)).

[\

)
2. Ergdnze eine Basis von
Wino @ (v(V1), ..., v(Vi)) < W1
durch Vektoren W7, ..., W, zu einer Basis von W,,_,. Die Zahl ¢ kann 0 sein.
Bpo1:= (Wi, v(Wh), ... ,v™ 2(Wh), Wa, ..., v 2(Wh), ... W, ..., U™ 2(W))
ist dann eine Basis eines a-invarianten Teilraums,

BrmBm1 g Brm-Bm—1 — Diag(ifm(a), vy dm(a), Jmea(a), ..., Jm_l(a)J).

k 4

3. Wiederhole 2. mit m — 1 anstelle von m, dann mit m — 2 etc..

Beispiel 4.34.
1 200
1 2 0 2
A= € Fa 4
1 2 21
2000
hat Minimalpolynom p4 = (z — 2)3. Es gilt
0101
02 0 2
(A—214)* =
0 2 0 2
01 01

Der Rang ist 1, wir werden also den ersten JORDAN-Block aus dem zweiten Standardbasis-
vektor V = E, bekommen. (A — 21,)*V wird offenbar durch den dritten Standardbasisvek-
tor W = Ej5 zur Basis von W := Kern(A — 21,) =: E4(2) ergdnzt. Also ist unsere neue Basis
B = (V,(A-21,)V, (A - 21,)*V, W) und die transformierte Matrix ist

€ F3*4.

S =N O

0
0
2
0

o O =N
N O O O

2.5 Eine Anwendung: lineare Differentialgleichungssysteme.
In diesem Abschnitt wollen wir eine Anwendung der Jordan-Normalform sehen. Im We-
sentlichen geht es um die Berechnung der Matrix-Exponentialfunktion.

Definition 4.35. Sei A € R"*". Sind u;,(t) reelle Funktionen so setze

ua (t) ui (t)
u(t) == : und u'(t) := :
un(t) U (1)
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Dann heifst
u'(t) = Au(t) (*)

ein lineares Differentialgleichungssystem (mit konstanten Koeffizienten). Die Lésungs-
menge von (x) ist

L(x) = {u(t) | us(¢) reelle, differenzierbare Funktionen und u/(t) = Au(t)}.

Satz 4.36 (Aus der Analysis). Sei A € R"*". Dann ist die Exponentialreihe

exp(A) := Z

konvergent und die Abbildung R — R™ ", t — exp(tA) auf jedem beschrinkten Intervall gleich-
miiflig stetig (bzgl. der Maximumsnorm || A|| := max{|a;;| | 1 <4,5 < n}).

Bemerkung 4.37. Seien A, B € R"*".

| —

Ak
|

3

1. Aus AB = BA folgt exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A) = exp(A + B).
2. exp(0) = I,.
3. exp(A) ist invertierbar mit exp(A)~! = exp(—A).
4. Liexp(tA)) = Aexp(tA) = exp(tA)Afiirallet € R.
Beweis. Wir zeigen 1: Sei AB = BA. Dann ist

exp(A + B) = Z?:o %(A + B)k = o % Z?:Q (];)AjBk_j
= 20 oy A G BN = 0 g 1A 5 BT = exp(A) exp(B)

Behauptung 2 ist klar, 3 folgt direkt aus 1 und 2 und 4 ist durch gliedweises Differenzieren
eine leichte Ubung. O

Satz 4.38 (Aus der Analysis). Sei A € R™*™. Das lineare Differentialgleichungssystem u'(t) =
Au(t) hat die Losungsmenge L = {u : R — R" | u(t) = exp(tA)c mit ¢ € R"}. Die ein-
deutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems u'(t) = Au(t), u(ty) = up € R"™ ist u(t) =
exp((t — to) A)uy.

Diese Losungsmenge L ist ein Vektorraum der Dimension n. Ist (by,...,b,) eine Basis
von R", so ist (exp(tA)by,...,exp(tA)b,) eine Basis von L. Die Jordan-Normalform von A
wird benutzt, um eine solche schone Basis von L zu finden. Wir formulieren dies nur fiir
zyklische Vektorraume und den Fall dass pi4 = x4 = (x — \)" ist. Der allgemeine Fall folgt
durch einfaches Zusammensetzen.

Satz 4.39. Sei A € R™™, x4 = pa = (x — A\)" Sei by € R" ein zyklischer Vektor, also
by := (A — AL)by, ..., b, == (A — A,)"'by € R™\ {0} und Ab, = \b,,. Dann ist (by,...,b,)
eine Basis von R™ und (exp(tA)bs, ..., exp(tA)b,) eine Basis von L. Es gilt fiir 1 < ¢ < n und alle

ke N:
n—~_ k
AFby = Z AR ( .)bj+e
=0 J
und
n—~{ tj
exp(tA)b, = exp(At) < f'bj+g>
=0 '

fiirallet € R.
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Beweis. Wir zeigen
n—1
[k
Akbl == Z )\ki] ( ,)bj+1.
=0 J
Die Aussage fiir / > 1 ergibt sich dann analog. Dazu wenden wir Induktion tiber k an. Fiir

k = 0 liest sich die Behauptung als b; = b,, da (';) = 0 fiir j > k. Der Induktionsschluss ist
nicht schwerer:

Ay, = (Zv J( ) j+1> ZAk J( ) biya + Abji1)
S o B (o () (o

1
— Ak+1 J (k;— )bj—i-l/

0

S <
- O

<

wobei wir der Einfachheit halber b,,;; := 0 setzen. Mit dieser Formel gilt

Beispiel 4.40. Gesucht ist die Losungsmenge des Differentialgleichungssystems

up = —up — ug — 3uk
— /
Uy = —Uy — 2Uy

Um daraus ein DGL-System erster Ordnung zu machen, setzen wir u), =: u3 und erhalten

uy = —u; — uy — 3ug
uhy = ug
uy = —ug — 2us
also v’ = Au, wobei
-1 -1 -3
A= 0 0 1
0 -1 -2

gilt. Das Minimalpolynom von A ist (z + 1)3, also ist —1 der einzige Eigenwert von A und
A ist dhnlich zum Jordan-Block

-1 0 O
J = 1 -1 0
0 1 -1
End Der Kern von (A + 1)? ist hier! gleich dem Bild von A + 1 und
nde
Vorl. 21 Kern((A + 1)) = Bild(A 4+ 1) = ((1,0,0)"", (0,1, —1)")

!'Da es genau einen Jordan-Block gibt, allgemeiner, da alle Jordan-Blcke zum gegebenen Eigenwert gleich
grof3 sind.
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und enthilt nicht den 2. Basisvektor. Wir bilden also

by = (0,1,0)", by = (A+1)by = (=1,1,—1)", by = (A + 1)by = (2,0,0)"

0 -1 2
B=11 120
0 -1 0

dass B~'AB = J gilt. Die Losungsmenge des DGL-Systems ergibt sich also als Erzeugnis
von

und erhalten mit

exp(—t)(t? — t) exp(—t)(2t — 1) 2exp(—t)
exp(tA)b; = ( exp(—t)(t+1) ) , exp(tA)by = ( exp(—t) ) ,exp(tA)bs = ( 0

exp(—1)(=1) — exp(—t)

0

) |
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Kapitel 5

Gruppen und Operationen

1 Operationen von Gruppen auf Mengen.

1.1 Wiederholung und erste Beispiele

Eine Gruppe G ist eine Menge G mit einer Verkniipfung - : G x G — G, die das Assoziativ-
gesetz erfiillt, ein Einselement enthilt und fiir jedes g € G ein inverses Element.

Die Ordnung der Gruppe G ist die Anzahl der Elemente der Menge G, also eine natiir-
liche Zahl, falls G endlich ist und oo falls G nicht endlich ist.

Die Gruppe heifst Abelsch, falls zusitzlich das Kommutativgesetz gilt, also gh = hg fiir
alleg,h € G.

Eine Gruppe G heifsit zyklisch, falls es ein ¢ € G gibt mit G = {¢* | z € Z} =: (g9).
Die Ordnung eines Elementes g € G ist die Ordnung der davon erzeugten zyklischen
Gruppe: ord(g) := [(g)|. Die zyklische Gruppe der Ordnung n bezeichnen wir auch mit
C, = (Z/nZ,+). Zyklische Gruppen sind Abelsch und nach dem Hauptsatz tiber endlich
erzeugte Abelsche Gruppen ist jede e.e. Abelsche Gruppe das direkte Produkt zyklischer
Gruppen.

Weitere Beispiele fiir Gruppen sind

e die symmetrische Gruppe
Sy =S, :={m:n — n |« bijektiv }
mit |S,,| = nl,
e die volle lineare Gruppe eines Vektorraums GL(V),

e die Gruppe GL,(R) der invertierbaren n x n-Matrizen tiber einem (kommutativen)
Ring R.

Definition 5.1 (Operation). Die Gruppe G operiert auf der Menge M (von links), falls
es eine Abbildung G x M — M, (g, m) — gm gibt mit

e Im =mfirallem € M;
e (gh)ym = g(hm) furallem € M, g,h € G.

Eine Menge M mit einer Operation von G nennt man auch G-Menge.

Bemerkung 5.2. Die Gruppe G operiere auf der Menge M. Die Bahn von m € M unter
G ist definiert als die Teilmenge

Gm :={gm|ge G} C M.

71
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Die Menge aller Bahnen in M unter G bilden eine Partition'
G\M = {Gm | m € M}
auf M.

Beweis. Erinnerung: Eine Partition P ist eine Teilmenge P C Pot(A/) der Potenzmenge von
M mit den Eigenschaften:

o ) gP.
e Fiir X,Y € P giltentweder X =Y oder X NY = .
o M =UyepX.
Diese Eigenschaften sind nun fiir G\ M zu tiberpriifen:
e Gm #0,dam = 1m € Gm.

e Seien Gm, Gn € G\M. Angenommen Gm N Gn # (. Dann gibt es € Gm N Gn, also
x = gm = hn flir geeignete g, h € G. Dann ist aber

m=g 'z =g (hn) = (g h)n € Gn

und daher Gm C Gn, denn jedes um € Gm ist von der Form um = (ug~'h)n € Gn.
Aus Symmetriegriinden gilt dann auch Gn C Gm also sind die beiden Bahnen gleich.

Zwei Bahnen sind entweder gleich oder disjunkt.

o M = J,,c)s Gm, da die rechte Seite eine Teilmenge von M ist und umgekehrt jedes
m € M in seiner Bahn Gm liegt und daher auch in der Vereinigung auf der rechten
Seite. 0

Folgerung 5.3. G operiere auf M. Dann ist ~C M x M definiert durch a ~¢ b genau dann,
wenn a und b in derselben Bahn liegen, also genau dann wenn ein g € G existiert mit a = gb eine
Aquivalenzrelation auf M ist.

Definition 5.4. Sei GG eine Gruppe.
1. U C G heitfit Untergruppe von G, kurz U < G, falls

(@ U#0,
(b) g,h € U impliziert gh~* € U.

2. G operiere auf der Menge M. Fiir m € M heifst
Stabg(m) := {g € Glgm =m}
der Stabilisator von m in G.
Bemerkung 5.5. G operiere auf M.
1. Fir m € M gilt Stabg(m) < G.

2. Istm € M und g € G, so gilt Stabg(gm) = g Stabg(m)g~*.

'Nicht zu verwechseln mit dem Komplementzeichen!
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Beweis.

1. Im = m also ist 1 € Stabg(m) und somit Stabg(m) # (. Sind g, h € Stabg(m), so gilt
hm = m und somit auch h~'m = h='(hm) = (h~'h)m = 1m = m und ebenso

(gh " )ym = g(h"'m) = gm = m also gh™! € Stabg(m).

2. Esgilt h € Stabg(gm) genau dann, wenn h(gm) = gm, also g~*hgm =m,d. h. g~ 'hg €
Stabg(m) oder dquivalent i € g Stabg(m)g™". O

Bemerkung 5.6. Sei G eine beliebige Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann ope-
riert U auf G durch inverse Rechtsmultiplikation:

UxG—G,(ug)— gu?

Die Bahnen heifsen auch Linksrestklassen von U in G,
gU ={gu' |ueU}={gu|uecU}
Die Menge der Linksrestklassen von G nach U bezeichnen wir mit G/U. Die Anzahl der

Linksrestklassen von U in G heif3t der Index [G : U] von U in G.

Folgerung 5.7. (Lagrange) Sei G eine endliche Gruppe und U < G. Dann teilt die Ordnung
von U die Ordnung von G:
UG-

Der Quotient % ist gleich dem Index von U in G.

Beweis. Die Abbildung U — gU,u +— gu ist eine Bijektion. Also haben je zwei Restklassen

aus der Partition G/U von G genau |U| Elemente. Nun ist G = ¢;U U ¢oU ... U g,U mit
s =[G : U] und somit |G| =", |¢;U| = s|U|. O

Definition 5.8. Die Operation der Gruppe G auf dem K-Vektorraum ) heifst linear,
falls fiir jedes g € G die Abbildung

g V=2V VgV

linear ist.

Beispiel 5.9. Sei M := Fj. Die symmetrische Gruppe G = S operiert auf M durch
(ﬂ—y (ala a2, a3)) = (awfl(l)a Ar—=1(2), awfl(?)))'

Bahnen: {(0,0,0)}, {(1,1,1)}, {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, {(1,1,0),(0,1,1), (1,0,1)}. Stabili-
satoren: Stabg,((1,0,0)) = {id,ﬂ' = 1 z g . Stabg,(1,1,1) = Ss.
Diese Operation ist linear, z.B. ist bzgl. der Standardbasis S

(i1}

1. Operiert G auf der Menge M, so erhidlt man einen Gruppenhomomorphismus

o O =
_ o O
o~ O

Bemerkung 5.10.

Umgekehrt definiert jeder Gruppenhomomorphismus in Sy, eine Operation auf M.

Ende
Vorl. 22
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2. Operiert G linear auf dem Vektorraum V, so liefert dies einen Gruppenhomomorphis-
mus
G — GL(V) < Sy.

Umgekehrt definiert jeder Gruppenhomomorphismus in GL()) eine lineare Operati-
on auf M.

Definition 5.11. Die Operation von G auf M heifst

1. transitiv, falls M eine Bahn bildet, d. h. M = Gm fiir ein m € M (und somit M = Gm
fiir jedes m € M).

2. reguldr oder scharf transitiv, falls sie transitiv ist und Stabg(m) = {1} fiir ein und
somit alle m € M.

3. treu, falls gm = m fiir alle m € M impliziert g = 1.
Satz 5.12. Die Gruppe G operiere auf der Menge M. Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. G operiert requlir auf M.

2. Zu je zwei m,n € M gibt es genau ein g € G mit gm = n. (Man ist versucht dieses g € G
mit mn zu bezeichnen.)

3. Fiir jedes feste my € M ist die Abbildung
G—>M:qg— gmg
bijektiv.
4. Es existiert ein mgy € M, so daf die Abbildung
G—M:g— gmg
bijektiv ist.
Beweis.

1= 2: Wegen der Transitivitdt existiert ein ¢ € G mit gm = n. Angenommen es gibt ein
weiteres h € G mit hm = n. Dann ist h~'g € Stabg(m) = {1¢}, also h = g.

2 = 3: Definiert ist die Abbildung immer. Sie ist surjektiv, da G transitiv operiert. Sie ist
injektiv wegen der Eindeutigkeit in 2.

3 = 4: Klar.

4 = 1: Stabg(mo) = {lg} wegen der Injektivitdt in 4. Wegen der Surjektivitét in 4 ist die
Operation auch transitiv. Ist m € M beliebig, so haben wir ein g € G mit gmo = m.
Also Stabg(m) = Stabg(gmg) = g Stabg(mg)g™ = {1¢} O

Beispiel 5.13. Sei V ein endlich erzeugter K -Vektorraum und B(V) C V" die Menge der
Basen von V. Dann ist die Operation

GL(V) xBWV) — B(V) :(g9,B) = ¢gB :=(9(B1),...,9(By))

reguldr, da jede lineare Abbildung durch die Bilder einer Basis festgelegt ist.



1. OPERATIONEN VON GRUPPEN AUF MENGEN. 75

Beispiel 5.14. Sei M = {z € K" | Ax = b} # () die Losungsmenge eines linearen GLS
und U = {z € K" | Az = 0} die Losungsmenge des zugehorigen homogenen Systems.
Dann ist ¢/ ein K-Vektorraum, also insbesondere eine Gruppe, die reguldr auf M durch
Addition operiert.

Bemerkung 5.15. Ist ¢ : V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen und
W € Bild(y), so operiert Kern(yp) reguldr auf der Faser o' ({IWW}).
Dies haben wir schon bei den Losungsmengen linearer Gleichungssysteme gesehen: Die
Losungsmenge des homogenen Systems ist ein Teilraum und operiert reguldr auf der Lo-
sungsmenge des inhomogenen Systems. Hat man eine partikuldre Losung z, des inhomo-
genen Systems gefunden, so ist {z¢ + y | y Losung des homogenen Systems} die Losungs-
menge des inhomogenen Systems. Die Beobachtung wird auch der Ausgangspunkt fiir die
affine Geometrie sein.

1.2 Die Konjugationsoperation

Definition 5.16. Sei GG eine Gruppe. Dann operiert G auf sich selbst durch Konjugation,
G x G — G, (g,m)— ry(m) = gmg™".

Die Bahnen unter dieser Operation heifien Konjugiertenklassen. Der Stabilisator von m &
G wird auch als Zentralisator bezeichnet

Co(m)={g9€ G |gmg~' =m} ={g€G|gm=nmg}.

Bemerkung 5.17. Fiir ¢ € G ist die Abbildung x, : G — G,m — gmg~' ein bijek-
tiver Gruppenhomomorphismus von G in sich selbst, also ein Gruppenautomorphismus
mit (k)" = K1

Ubung 5.1.

1. Die Menge aller Gruppenautomorphismen von G bildet (zusammen mit der Kompo-
sition) eine Gruppe Aut(G).

2. Die Abbildung s : G — Aut(G), g — K, ist ein Gruppenhomomorphismus von G in
ihre Automorphismengruppe.

3. Der Kern von « ist das Zentrum Z(G) von G:

Z(G)={g € G| gh=hg furalle h € G}.

Das Bild von x wird auch mit Inn(G) bezeichnet und heifst die Gruppe der inneren Auto-
morphismen von G.

Ubung 5.2. Betrachte die Diedergruppe Dy = < ((1) é) : ((1) _01> > der Ordnung 8 als

Symmetriegruppe eines Quadrats. Bestimme alle Untergruppen, Konjugierten, Zentrum,
etc.

1.3 Parametrisierung aller transitiver G-Mengen.

Definition 5.18. (Ahnlichkeit von G-Mengen) Sei G eine Gruppe, M, N zwei G-Mengen.
Eine Abbildung ¢ : M — N heifit G-dquivariant, genau dann, wenn ¢(gm) = gp(m) fiir
alleg € G,m € M.

M und N heifSen dhnlich, falls es eine G-dquivariante Bijektion ¢ : M — N gibt (in
Zeichen M ¢ N). ¢ heifit auch eine Ahnlichkeit der G-Mengen M und N.
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Beispiel 5.19. Sind U < S < G Untergruppen von G, so ist die Abbildung G/U —
G/S,gU — ¢S eine G-dquivariante Abblidung.

Satz 5.20. Die Gruppe G operiere transitiv auf der Menge M, sei m € M. Dann sind M und
G/ Stabg(m) als G-Mengen dhnlich:

¢ : G/ Stabg(m) — M : g Stabg(m) — gm
ist eine G-Ahnlichkeit.

Beweis. Offenbarist ® : G — M : g — gm eine surjektive G-dquivariante Abbildung, wobei
G durch Linksmultiplikation auf sich operiert. Die Fasern dieser Abbildung sind gerade
die Linksrestklassen von G nach S := Stabg(m):

dt({gm}) = ¢S fur alle g € G.
Also (nach dem Homomorphiesatz fiir Mengen) faktorisiert ® {iber G/S mit einer Bijektion
p0:G/S — M:gSw— gm,
die offensichtlich G-dquivariant ist. O

Folgerung 5.21. Die Gruppe G operiere auf der Menge M. Sei m € M mit |Gm| < oco. Dann
gilt: Die Lange der Bahn ist gleich dem Index des Stabilisators:

|Gm| =[G : Stabg(m)] (:= |G/ Stabg(m)|).
Insbesondere, falls |G| < oo, so gilt:

|G

|Gm| = | Stabg(m)|

Beispiel 5.22 (Bestimmung der Ordnung der vollen linearen Gruppe). Sei F, ein Kor-
per mit ¢ = p™ Elementen. Es gilt

|GL(F)l = ("= 1) (¢" —q) - .- (¢" = ¢" ),

wobei
GL(n,q) := GL,(F,) ={X € IFZX” | det X # 0}

mit F, ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen.

Beweis. GL(n, q) operiert transitiv auf F;*"\ {0} mit Bahnlange ¢" — 1. Der Stabilisator von
(1,0,...,0)" € Fp*" in GL(n, q) ist

1 1 *x---x%
0 0

StabGL(mq)( : ) = : X | * € ]Fq,X S GL(’/L -1, q)
0 0

und hat die Ordnung
| Stabgrn,g(1,0,...,0)"| =¢"" - |GL(n — 1,q)|.
Nach dem Hauptsatz 5.20 gilt also
|GL(n,q)] = (¢" = 1)-¢""* - | GL(n — 1,9)|.

Mit | GL(1, ¢)| = ¢ — 1 folgt die Behauptung durch Induktion. O
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Ubung 5.3. (Gauf3sche Binomialkoeffizienten) Betrachte die Menge

U(FZ”,]F(]) ={X | X <p, IE‘Z“}

der FF,-Teilrdume von F7*! bzw. die Teilmenge U (F; ", F,) der k-dimensionalen Teilrdume
von ;<. Zeige:

| L (F, )|

anl F
e F)l = TR |Gl (P

- Tn]
T = k],

Ubung 5.4. GL,(F,) operiert auf F2*" durch Konjugation. Die Bahnen sind die Ahn-
lichkeitsklassen von Matrizen, von denen wir eine Parametrisierung im vorherigen Ka-
pitel kennengelernt haben. Der Stabilisator einer Matrix A ist Cpnxn(A)*, die Einheiten-
gruppe des Zentralisators. Ihr Index gibt an, wieviele Matrizen zu A hnlich sind. Der Fall
n = 2, p = 2 kann man wie folgt zusammenfassen:

A XA Vertreter |C*| | Anzahl
x x? 6 1
1 O
r+1 (x+1) 0 1 6 1
01
2 2
T x ( 00 ) 2 3
(x+1)? | (x+1) LIV | 3
01
1 0
z(r +1) (x+1) (O 0) 1 6
, 01
r+r+1|x*+x+1 11 3 2

Behandle den Falln = 3,p = 2.

1.4 Anzahl der Bahnen des Stabilisators

Fiir unsere geometrischen Anwendungen der Gruppentheorie ist die folgende Bemerkung
grundlegend.

Bemerkung 5.23. Die Gruppe G operiere auf den Menge M und N.

1. G operiert auf M x N durch
Gx(MxN)—MxN:(g,(m,n)) — (gm,gn).
Diese Operation heifit diagonale Operation.

2. Ist die Operation von G auf M transitiv, dann gibt es eine Bijektion zwischen der
Menge der Bahnen von G auf M x N und der Menge der Stabg(m)-Bahnen auf N fiir
jedes (feste) m € M:

G\(M x N) — N/Stabg(m) : G(m,n) — Stabg(m)n.

G\(M x N) = N/ Stabg(m)

Ende
Vorl. 23
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Beweis.
1. Ubung.

2. Wir zeigen, daf$ diese Abbildung wohldefiniert ist:
Wegen der Transitivitdt von G auf M ist jede Bahn von G auf M x N von der Form
G(m,n) = {(gm,gn)|g € G}. Gilt G(m,n) = G(m,n’) fir ein n’ € N, so sind offenbar
n und n’ in derselben Bahn unter Stabg(m). Also ist die Abbildung wohldefiniert.
Offenbar ist die Abbildung surjektiv. Wir zeigen die Injektivitat:
Stabg(m)n = Stabg(m)n’ impliziert offenbar G(m,n) = G(m,n’). Also haben wir
insgesamt eine Bijektion. O

Beispiel 5.24. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann operiert G := GL(V)
auf V \ {0} transitiv. Der Stabilisator eines V' € V \ {0} hat dann jedes Vielfache # 0 von V'
als Bahn, sowie die Menge aller Vektoren, die linear unabhédngig von V' sind. Die Bahnen
von GL(V) auf (V \ {0}) x (V\ {0}) sind also gegeben durch {(V,aV) |0 #V € V},a € K
und {(V, W) | (V, W) linear unabhingig .}.

In Matrizen: V = K"*!, G = GL(n, K'), Operation durch Linksmultiplikation. Der Stabilisa-
tor des ersten Standardbasisvektors E, := (1,,)_ ; ist

Stabg(E;) = {(H%) lae KV A e GL(n — l,K)}

und hat die folgenden Bahnen auf V:
{aF1} mita € K\ {0} und V\ {aE;|a € K}.

Beispiel 5.25. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann operiert G := GL(V)
auf dem Dualraum V* linear und treu durch

GxXV* =V :(g,0) = (gH"()=pog™t

Der Stabilisator eines p € V* \ {0} operiert auf jeder Faser ¢~'({a}) mit a € K, also auf je-
der Restklasse nach Kern(y). Das Studium der Operation von Stabg () auf ¢ ({1}) heit3t
affine Geometrie und wird uns noch ausfiihrlich beschiftigen.

In Matrizen: V = K™*!, G = GL(n, K), die Operation auf K'*", dem bekanntlich V* ent-
spricht, ist gegeben durch

Gx K" — K" (g, Z) v Zg .

Der Stabilisator des letzten Standardbasisvektors Z,, := (1,,),, — ist

Stabg(Z,) = {(%‘%) la € KMD*1 A € GL(n — 1,K)} .

Die Operation dieser Gruppe auf

((£)sexemd

wird also affine Geometrie sein. Man beachte:

(o) (1) = (57).
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2 Homomorphismen und Normalteiler

Definition 5.26. Seien G und H Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H heifst ein Grup-
penhomomorphismus genau dann wenn ¢(g192) = ¢(g1)p(g2) fur alle g4, g2 € G.

Beispiel 5.27. G operiere auf M. Dannist ¢ : G — Sy, g — (m +— gm) ein Gruppenho-
momorphismus.
Ist M =V ein K-Vektorraum, so ist die Operation genau dann linear, wenn das Bild dieses
Gruppenhomomorphismus in der linearen Gruppe GL(V) < Sy, liegt.

Satz 5.28. Sei v : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist Bild(¢) = {¢(g) : g € G}
eine Untergruppe von H und K = Kern(p) := {g € G | p(g) = 1} eine Untergruppe von G. Es
gilt sogar gK g~ = K fiir alle g € G. Eine Untergruppe U < G mit gUg™ = U fiiralle g € G
heifit Normalteiler von G. Wir schreiben dann auch U < G.

Beweis. Fiirn € Kern(p), g € G ist

plgng™") = lg)e(n)elg) " = (g)e(g) ' =1
also auch gng=! € Kern(yp). O
Beispiel 5.29 (Konkrete Beispiele fiir Normalteiler).

1. Ist G beliebige Gruppe, so sind {1} und G Normalteiler von G. Man nennt sie triviale
Normalteiler.

2. det : GL(n,K) — K* := (K \ {0}, ) ist ein Homomorphismus fiir jeden Korper K.
Also ist sein Kern ein Normalteiler von GL(n, K'). Dieser wird mit SL(n, K') bezeichnet
und heifst spezielle lineare Gruppe vom Grad n.

3. :Sei U < G eine Untergruppe von G. Dann ist Core(U) := (.o gUg™"' der grofite
Normalteiler von G, der in U enthalten ist. Es gilt Core(U) = Kern(G' — S¢/v).

4. Ist G eine abelsche Gruppe (also gh = hg fiir alle g,h € G), so ist jede Untergruppe
von G ein Normalteiler.

Bemerkung 5.30. Eine Untergruppe N < G ist genau dann ein Normalteiler von G,
wenn sie Vereinigung von Konjugiertenklassen ist.

Satz 5.31. Sei N ein Normalteiler von G. Dann bildet die Menge der Restklassen G/N = {gN |
g € G} eine Gruppe unter vertreterweiser Multiplikation

G/N x G/N — G/N, (gN)(hN) := (gh)N.

Beweis. Es ist klar, dass wir eine Gruppe vorliegen haben, sobald die Verkniipfung wohl-
definiert ist, da die Rechenregeln dann aus denen von G folgen.

Zur Wohldefiniertheit:

Sei ¢’ = gn € gN und ' = hm € hN. Dann gilt

(¢ )N = (gnhm)N = (gh)(h"'nh)mN = (gh)N. O
Normalteiler sind genau die Untergruppen N fiir die die Faktorgruppe G /N wieder

eine Gruppe ist.

Bemerkung 5.32. Eine Untergruppe N ist genau dann ein Normalteiler von G, wenn
gN = Ngist fiir alle g € G. Insbesondere sind Untergruppen von Index 2 immer Normal-
teiler, denn esist G = N UgN = N U Ng, also gN = G\ N = Ng.
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Die Bausteine aller endlichen Gruppen sind die endlichen einfachen Gruppen, das sind
die endlichen Gruppen, die nur sich selbst und {1} als Normalteiler haben.

Hauptsatz 5.33. (Homomorphiesatz fiir Gruppen)

1. Ist G Gruppe und N < G ein Normalteiler von G, dann bildet die Menge G /N der Restklas-
sen von G nach N eine Gruppe mit vertreterweiser Multiplikation:

gN - hN := ghN fiiralle g,h € G
und der natiirliche Epimorphismus
v=vy:G—G/N:g— gN
ist ein surjektiver Homomorphismus mit Kern N.

2. Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so ist Kern ¢ ein Normalteiler von G und
Bild ¢ eine Untergruppe von H. Weiter definiert

¢ :G/Kemnp — H: gKerny — ¢(g)
einen Monomorphismus und o faktorisiert

Y = @ O VKern )

d. h. das Diagramm
G 5 H
VKern ¢ \1 /‘ @
G/ Kern ¢

kommutiert. Insbesondere sind G / Kern ¢ und Bild ¢ < H isomorph.
Beweis.

1. Diesen Teil haben wir bereits bewiesen in Satz 5.31.

2. Genauso wie im Homomorphiesatz fiir Mengen zeigt man, dass ¢ wohldefiniert und
injektiv ist. Es bleibt die Homomorphieeigenschaft von ¢ zu tiberpriifen: Setze N :=
Kern ¢ und seien ¢, h € G. Dann gilt:

P(gNhN) = ¢(gh) = ¢(g)p(h) = P(gN)G(hN).

Dass vkem o €in Epimorphismus ist, wissen wir bereits. Die Komposition ¢ovkem, = ¢
rechnet man leicht nach. n

Satz 5.34. (Noetherscher Isomorphiesatz) Sei N ein Normalteiler von G und U < G. Dann
ist UN < G, und NNU < U und es gilt

UN/N = UJUNN.

Beweis. Wegen NU = UN folgt UN < @G. Offenbar ist NV auch ein Normalteiler von UN
und somit
p:U—UN/N :u— uN

ein Homomorphismus mit Kern U N N und Bild UN/N. Die Behauptung folgt aus dem
Homomorphiesatz. O

Definition 5.35. Eine Gruppe G heifit semidirektes Produkt, falls es einen Normalteiler
N < G und eine Untergruppe U < G gibt mit
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1. NU =G und
2. NnU = {1}.
In Zeichen G = N x U.
Beispiel 5.36.
Aff,(K) = {(%‘%) la € K™™' A € GL(n, K)} = K™ % GL,(K)

I

Dabei ist K"*! = { < 5 Cll ) lae K ”Xl} der Kern des Gruppenhomomorphismus

Aff,(K) — GL,(K), (%%) — A

und GL, (K) die Untergruppe GL,,(K) = (%) < Aff, (K).

Bemerkung 5.37. In einem semindirekten Produkt G = N x U hat jedes Element eine
eindeutige Darstellung als nu mitn € N, v € U. Es gilt

1
NUINoUy = Ny (U MUy ) U Us

Ende
Vorl. 24
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Kapitel 6

Geometrie

1 Affine Geometrie

1.1 Der affine Raum

In der affinen Geometrie hat man einen Punktraum, dessen Punkte in Bijektion zu einem
Vektorraum stehen, welcher in bestimmter Weise auf dem Punktraum (durch Translatio-
nen oder Verschiebungen) operiert. Der wesentliche Unterschied zum Vektorraum besteht
darin, dass kein Punkt (Nullpunkt) mehr ausgezeichnet ist. Begriffe wie Geraden, Ebenen
etc. lassen sich leicht als sogenannte affine Unterrdume definieren.

Definition 6.1. Sei V ein K-Vektorraum. Ein affiner Raum {iber V ist eine nicht leere
Menge <7, genannt Punktmenge, auf der V regulér ! operiert. Genauer ist ein affiner Raum
ein Tripel (<7, V, ), wobei

T: Vx4 — o (V,P)— 1v(P)

eine reguldre Operation des Vektorraumes V auf dem Punktraum ./ ist. Die Abbildung
v . & — < heifst die Translation um den Vektor V von 7. Der Vektorraum V wird auch
als Translationsraum von &7 bezeichnet: 7 (&) := V. (Bezeichnung: Oft schreiben wir V + P
oder P + V anstatt 7/ (P). Diese Schreibweise soll nicht implizieren, dass .o/ = V ist.)

Jeder Vektorraum V ist ein affiner Raum mit Translationsraum V. Das Modell o7 =V =
T (</) hat den Nachteil, dass nicht zwischen den Punkten (Elementen von /) und den
Vektoren? unterschieden wird. Daher bevorzugen wir das folgende Modell:

Beispiel 6.2. (Standardbeispiel) Ist V ein K-Vektorraum mit nicht verschwindender Li-
nearform ¢ : V — K. Setze V := Kern(yp) und & (¢) := ¢ '({1}). Dann ist (< (), V,T)
mit

TV X d(p) = #(g): (V,P)— V + PinV gerechnet
ein affiner Raum. B
Wir setzen speziell fir V = K®)*! und ¢ € (K"*)x1)* die Projektion auf die letzte
Komponente:

(i) i=att) = { () 1x e v}
und nennen ihn den n-dimensionalen affinen Standardraum. Genau genommen ist
Tenw) ={ (3 ) Ixexm).

1Da V eine abelsche Gruppe ist, sind die Begriffe ,reguldre Operation” einerseits sowie ,treue und tran-
sitive Operation” andererseits dquivalent.
2vector (lat.): jemand, der trégt, zieht oder beférdert

83
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was wir aber mit dem Vektorraum K"*! identifizieren.
Bemerkung 6.3. Sei .« ein affiner Raum {iber dem K-Vektorraum V.
1. Fiir jeden Punkt P, € & ist
Voo Ve (P

eine Bijektion.

2. Fiir jedes Punktepaar (P, Q) € «/? gibt es genau einen Vektor V € V mit 7/(P) = Q.
Bezeichnung: V' =: P(Q).

Beweis. Spezialfall von Satz 5.12 O

.. e —_—  —
Ubung 6.1. Zeige fiir P,Q, P', Q' € o/ gilt ]@ = P'Q)' genau dann, wenn PP’ = QQ)'.

(Hinweis: Skizze!)

Wir kommen zur Definition affiner Teilrdume.

Definition 6.4. Sei (<7,V, 1) affiner Raum {tiber dem K-Vektorrdaum V. o/’ C o heif3st
affiner Teilraum von 7, falls ein Teilvektorraum WV < V existiert, so dass (&', W, Tpyx.7)
ein affiner Raum tiber W ist.

Bemerkung 6.5. Sei </ affiner Raum tiber V := T (&/).

1. Der Translationsraum eines affinen Teilraums ./’ von &/ ist eindeutig bestimmt.
T(e/') = {PQ| P.Q e o'}.

2. Zujedem W < V und jedem P € &/ gibt es genau einen affinen Teilraum %/’ von
o/ mit P € &’ und Translationsraum 7 (<’) = W, namlich P + W = W + P =
7(W x {P}), die Bahn von P unter W.

Beweis.
1. Sofort aus 6.3.
2. Existenz: Verifiziere Eigenschaften fiir P + W. Eindeutigkeit analog zu 1. O

Bemerkung 6.6. Der Schnitt affiner Teilrdume eines affinen Raumes .27 ist entweder leer
oder wieder ein affiner Teilraum.
Sind ¢ (i € I) affine Teilraume von &7 und ist P € N;c;.9%, so ist

Nieri = P+ DierT() = {mv(P) | V € Nie/ T () }.
Ist ) # M C < eine Teilmenge, so sei das affine Erzeugnis von M der kleinste affine
Teilraum, der M enthélt: (M), = (\y;cp<.s B-

Wie sieht das affine Erzeugnis einer zweipunktigen Teilmenge von ./ aus?

1.2 Affine Abbildungen

Nun kommen wir zur Definition affiner Abbildungen. Diese bilden einen ganz wesentli-
chen Bestandteil der Definition des affinen Raumes, weil wir sonst nicht wissen, wie wir
vergleichen konnen. Es liefert auch eine neue Charakterisierung der affinen Teilrdume: Die
nicht leeren Fasern affiner Abbildungen werden die affinen Teilrdume sein.

Definition 6.7. Seien o/, &/’ affine Rdume iiber den K-Vektorrdumen V', V".
f @ — <" heifst affine Abbildung, falls eine lineare Abbildung f : V — V' existiert mit

F(P)F(Q) = 7(1@) fiir alle P, € </. f heifit auch der lineare Anteil von f.
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Bemerkung 6.8. Seien <7, o/’ affine Raume mit Translationsvektorraum V = 7 (%) und
V' =T(").Sei Py € o fest gewdhlt.

1. Jede affine Abbildung f : &/ — &/’ ist eindeutig festgelegt durch ihren linearen Anteil
fund f(Ry): Ist ndmlich f(P,) =: Qo € &/’ soist fiir P € &/ und V := fﬁ eV (so,
dass P = 1 (F))

Quf(P) = [(Po)f(P) = F(V)also f(P) = T,(Qo)-

2. Fir jeden Punkt @y € &/’ und jede lineare Abbildung ¢ : V — V' gibt es genau eine
affine Abbildung f : & — &' mit f(F) = Qo und f = ¢.
Es ist f injektiv (surjektiv, bijektiv), genau dann wenn f injektiv (surjektiv, bijektiv)
ist.

Ubung 6.2. Translationen sind affine Abbildungen, deren linearer Anteil die Identitit
des Translationsraumes ist. Sie sind auch die einzigen affinen Abbildungen eines affinen
Raumes in sich mit dieser Eigenschaft.

Beispiel 6.9. Affine Abbildungen von 7, (K). Wahle Py = (0,...,0[1)" € o/,(K). Die
affine Abbildung f mit linearem Anteil ® f* = A (bzgl. der Standardbasis S von T (#,(K)) =

K™ Yund f(Py) = Qo = (b1, . .., b,|1)" ist gegeben durch Matrixmultiplikation mit ( 61 ll) ) .

Satz 6.10.

1. Kompositionen affiner Abbildungen sind affin: Sind </ , o', o/" affine Raume iiber K-Vektor-
riumen mit affinen Abbildungen f : o/ — o' und f' %’ — ", s0ist f'of o — A

a]fﬁnmztf’ f=fof.

2. Ist f - o/ — ' affin und bijektiv, soist ' : o/’ — o ebenfalls affin mit f~1 = 771. (Man
sagt, f ist ein affiner Isomorphismus.) Insbesondere ist

Aff(of) .= {f : o — |f affin und bijektiv }

eine Gruppe (Untergruppe von S, der symmetrischen Gruppe von <), genannt die affine
Gruppe von <7, und

Aff() = GL(T()): f= f

ein Homomorphismus von Gruppen.

3. Ist f: o — o affin und /" ein affiner Teilraum von <7, so ist f(</") ein affiner Teilraum
von &' mit T (f(/")) = f(T(")).

4. Ist [ : o — o affin und o/" ein affiner Teilraum von <, so ist f~1 (/") leer oder ein
affiner Teilraum von o mit T (f~ (")) = T T ().

Beweis.

1. Fiir P,Q € o ist

\

(f" e HIP)(f o Q) = F(F(P)F(f(Q) =

PUPIFQ) = (F o P(PG).




Ende
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2. Wegen der Identifikation von .«7 mit 7 (/) und &/’ mit T (/") ist klar, dass f : T (&) —
T (/') bijektiv ist. (Genauer Beweis: Ubung!). Zeige nur noch

L —

PR = (PQ)
tur alle P', ()’ € &/’ Dies ist aber dquivalent zu

AN

FUUPYFHQY) = P

3. Ubung.

4. Leicht mit 6.5 Teil 2. O

Wir kénnen etwas unscharf sagen, dass affine Geometrie das Studium von Eigenschaften
ist, welche unter affinen Isomorphismen erhalten bleiben, oder auch das Studium der In-
varianten der affinen Gruppe bei diversen Operationen. Hier ein Anfang: Die Dimension.

Satz 6.11. Zwei affine Riume </ und </’ iiber demselben Korper K sind genau dann affin
isomorph, wenn Dim T (/) = Dim T (&/’). Man nennt Dim &/ := Dim 7 (<) die Dimension
des affinen Raumes <f . Insbesondere ist </ affin isomorph zu A, (K) fiir n = Dim /. Ein affiner
Isomorphismus o/ — A, (K) heifst affines Koordinatensystem.

Vorl. 25 Die Idee des Koordinatensystems geht zurtick auf DESCARTES,1596-1650, der hierdurch

die Algebra und Analysis als Hilfsmittel der Geometrie zugéanglich machte.

Beweis. Ist f : o/ — /' ein affiner Isomorphismus, so ist f : 7 (/) — T (/') ein Vektor-
raumisomorphismus, also Dim 7 (/) = Dim 7 («/’). Umgekehrt, sei ¢ : T (<) — T (')
ein Vektorraumisomorphismus. Offenbar ist fiir jedes beliebige, fest gewédhlte /) € &7 die
Abbildung & — T(#) : P — ngﬁ ein affiner Isomorphismus (Beweis: Ubung). Also er-
hélt man durch Komposition einen affinen Isomorphismus von & auf .«/’. (Man zeige als
Ubungsaufgabe: Dieser Isomorphismus ist gegeben durch P +— P} + go(}ﬁ), wo Py e o'
beliebig, aber fest gewihlt ist.) O]

Somit ist die Dimension eine affine Invariante. Wir wollen uns ansehen, wie in den ver-
schiedenen Modellen fiir affine Riume, die wir gesehen haben, die affinen Abbildungen
aussehen und dargestellt werden.

Definition 6.12. Sei 7 ein affiner Raum tiber 7 (/) = V mit affinen Teilrdumen 7', 7".
1. Die Teilrdume heiflen parallel, falls 7 (<") = T (</").

2. Sie heifien schwach parallel, falls 7 (27’) C T (</") oder T (/") C T (&").

3. Sie heiflen windschief, falls &' N &” = Qund T (") N T (') = {0}.

Ubung 6.3. Sei & ein affiner Raum iiber dem Vektorraum V. Zeige, dass Parallelitit
eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller affinen Teilrdume von & ist. Zeige weiter,
dass die Aquivalenzklasse mit zugehoérigem Teilraum W < T (<) wiederum einen affi-
nen Raum <7 /W bildet, und zwar mit Translationsraum V/)V. Man nennt </ /W auch den
Bahnenraum von .7 mod W. (Beachte: V operiert zwar auch transitiv auf ./ /W, aber nicht
treu, es sei denn W = {0}.)
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ﬂbung 6.4. Ist &7 ein affiner Raum iiber dem K-Vektorraum V, und sind U, W < V
Teilrdume, so gilt fiir die Abbildung

o: A > A UXA/W:P— (P+U,P+W),
1. ¢ ist injektiv genau dann, wenn &/ N W = {0}.
2. pist surjektiv genau dann, wenn U/ + W = V.

Bemerkung 6.13. Parallelitdt und schwache Parallelitdt von affinen Teilrdumen bleiben
unter affinen Abbildungen erhalten. Die Eigenschaft, windschief zu sein, bleibt unter injek-
tiven affinen Abbildungen erhalten. Wie steht es mit Urbildern?

Beispiel 6.14. Sei V, ¢, Kern(p) = V, A(p) = ¢ 1({1}) wie in Beispiel 6.2. Entspre-
chend nehmen wir einen zweiten affinen Raum mit den Daten W, ¢, Kern(v)) = W, A(¢)) =
¢~1({1}). Dann ist eine affine Abbildung f : A(¢) — A(¢) nichts anderes als die Ein-

schrankung einer linearen Abbildung o : V — W, welche A(y) in A(¢) abbildet, d.h. fiir
die ¢ o a = . Wir haben also das folgende kommutative Diagramm:

v

2

@ }
K = K

Ubung 6.5. a legt f eindeutig fest und umgekehrt.
Wichtiger Spezialfall: Aff(A, (X)) kann mit der Matrixgruppe

Aff,(K) = {(%%) la € GL,(K),t € K”Xl} < GLp11(K)

identifiziert werden, die durch Linksmultiplikation auf A,,(K) operiert (dhnliche Operatio-
nen!). Man beachte, dass Aff, (K) schon als Stabilisator eines Kovektors als Untergruppe
von GL,, 1 (K) friher vorkam.

Bemerkung 6.15. In Aff,(K) gelten:
alt bls\ [ ablas+t
01 ojr) 0] 1
alt (at|—at
01 N 0 1
a‘t In‘s a‘t _1_ I, | as
01 01 01 S\ 01

Der Homomorphismus “linearen Anteil nehmen” ist gegeben durch

Aff,(K) — GL,(K) : (%) —a

und




1

4

2
3

Ende
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1.3 Das Invarianzprinzip der affinen Geometrie
Bemerkung 6.16. Aff(</) operiert transitiv auf </ und hat genau 2 Bahnen auf & x 7.

Beweis. T (/) < Aff(<7) operiert reguldr, also insbesondere transitiv auf 27, daher auch
Aff(a7). Ist Py € o7, so ist der Stabilisator Stabag () (F) isomorph zu GL(7 (#7)), vermoge
der Abbildung

Stabag()(Po) 3 5 (5 . PP s Pos(P ) € GL(T ().

Also hat Stabag () (Fo) zwei Bahnen auf o7, namlich {F} und &7 \ {F}. O

In unserem Standardmodell <, (K) kann man (E annehmen, dass Py, = (0, ...,0,1)". Dann

st stabss g (1) = { (612) o € G100} = 0,00

Bei der Operation auf Tripeln bekommen wir die ersten geometrischen Invarianten.

Definition 6.17.

1. P € </™ heifit affin unabhingig, falls fiir jeden affinen Raum &’ tiber K und jedes
Tupel ) € (&)™ eine affine Abbildung f : &/ — &' existiert, mit f o P = @), d.h.
f(P) = Q; fur ¢ = 1,...,n. Ein maximal affin unabhdngiges System P in </ heift
auch affine Basis von .«7.

2. P € &/" heifit kollinear bzw. komplanar, falls Dim(P), < 1 bzw. < 2 gilt.
Bemerkung 6.18. Fiir P € /" sind folgende Aussagen dquivalent:

1. P ist affin unabhéngig.

2. Dim(P), =n — 1.

3. (P.P,...,P,P, 1) € T(&)" ! ist linear unabhingig.

4. Die affine Abbildung <, _1(K) — (P), : E; = (E) — P, E, = (O> — P,
definiert einen affinen Isomorphismus.
Beweis.

= 4: Dass eine affine Abbildung vorliegt, ist klar. Aus Definition der affinen Unabhingig-

keit bekommt man eine affine Abbildung &/ — <, ,(K), die P, auf E; abbildet. Die
Einschrankung dieser Abbildung auf (P), liefert die Inverse, d.h. es liegt ein affiner
Isomorphismus vor.

= 2: Die Dimension ist eine Invariante fiir affine Isomorphismen.

= 3: Esgilt T((P)a) = (ByP,, ..., PaPoy). Alson—1 = Dim(P), = Dim(P,P,, . .., Py Po_i).

= 1: Sei &/’ irgendein affiner Raum tiber dem K -Vektorraum V'und Q) € (&')". Es existiert
eine lineare Abbildung ¢ : V — V' mit ¢( m Qan firi=1,...,n — 1. Also gibt
es genau eine affine Abbildung f : &/ — &' mit f = p und f(P, ) Qn. Fiir diese gilt
offenbar f(P) = Q; furi=1,...,n. O
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Bemerkung 6.19. Ist o = ¢ (1) fiir ¢ € V*, so ist P € /™ affin unabhéngig genau
dann wenn P € V" linear unabhéngig ist. Die affinen Basen von .« sind also genau die
Basen von V, die in &/ enthalten sind.

Sofort klar, etwa mit 3. aus Bemerkung 6.18, ist nun die folgende Bemerkung:

Bemerkung 6.20.

1. Affine Abhingigkeit von Tupeln bleibt erhalten unter beliebigen affinen Abbildun-
gen.

2. Affine Unabhéngigkeit bleibt unter injektiven affinen Abbildungen erhalten.

Satz 6.21. Sei </ ein affiner Raum iiber einem endlich erzeugten K-Vektorraum. Dann ope-
riert Aft(.o7) requliir auf der Menge der affinen Basen von <f . Letztere bilden eine der Bahnen von
Aff (&) auf @/, won = Dim & .

Beweis. Sofort aus Satz 6.11 und Bemerkung 6.18. O
Satz 6.22.

1. Aff(o/) operiert transitiv auf der Menge <7 ..., der affin unabhingigen Tripel in </ (nicht
entartete Dreiecke), falls Dim (/) > 2.

2. Eine trennende Invariante fiir die Operation von Aff(</) auf der Menge </, = {P =
(Py, Py, P3) € &/3| P, # P, P kollinear } ist das Teilverhiltnis. Dabei ist das Teilverhiiltnis

TV(Py, Py, Ps) definiert als das eindeutige a € K mit PPy = aP, Ps.
Beweis.

1. Wir kénnen oBdA in & = 4/(p) C V arbeiten. Offenbar hat V eine Basis B € /"
und jedes affin unabhzngige Tripel P € «7® kann seinerseits zu einer Basis P € /"
von V erganzt werden. Es gentigt nun zu zeigen, dass ein f € Aff(</) existiert, mit
f((B1, Bs, B3)) = P. Dies ist aber klar, denn ein solches f wird induziert von der
eindeutigen linearen Abbildung von V, die B auf P abbildet.

2. Dass eine Invariante vorliegt, ist sofort klar aus der Definition einer affinen Abbil-
dung. Um zu zeigen, dass sie die Bahnen trennt, gehen wir wieder von der Situation
des Beweises von 1 aus mit der Basis B. Sei P € /. mit Teilverhiltnis a € K. Es
geniigt zu zeigen, dass ein f € Aff(</) existiert mit f((By, B2, By + a(B2 — By))) = P.
Zu diesem Zweck ergdnzt man (P, P») zu einer Basis P € @™ von V. Die lineare
Abbildung, die B auf P abbildet, induziert den gewdiinschten affinen Automorphis-

mus. OJ

Aus dem letzten Beweis erhalten wir eine Folgerung, die eine sehr anschauliche Vorstellung
von der affinen Gruppe liefert.

Folgerung 6.23. Sei Dim (/) = n. Dann operiert Aff(</) transitiv auf </ ..., = {P €
/*| P affin unabhingig}, der Menge der affin unabhiingigen k-Tupel ((k — 1)-Simplizes) fiir 1 <
k < mn+ 1. Im Falle k = n + 1 ist der Stabilisator eines solchen Tupels trivial, d.h. in diesem Falle
ist die Operation regulir, vgl. Satz 6.21.

Wir wollen jetzt als Beispiel einen geometrischen Satz beweisen.

Satz 6.24. Sei K ein Korper mit 6-1 # 0, <7 ein affiner Raum iiber K, (A, B, C) € </ . Dann
schneiden sich die Seitenhalbierenden des nicht-entarteten Dreiecks (A, B, C) in einem Punkt S, so

dass das Teilverhiltnis TV (A, a,S) = 2/3 ist, wo a der Mittelpunkt der Seite (C, B) ist.
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A B
c

Beweis. Zunichst einmal definieren wir Seitenhalbierende:
Saq = <A7 a>a7 Sp = <B, b>a7 Sc = <C; C>a

wobeic = A+ %ﬁ, a= B+ %@, b= A+ %1@ . Um zu rechnen wihlen wir Koordinaten fiir
die Eckpunkte (A, B, C') des Dreiecks, also einen affinen Isomorphismus f : (A, B,C), —
f5(K) definiert durch

Ein solcher Isomorphismus existiert, da (A, B, C) affin unabhéngig ist. Es gentigt den Satz
fiir das Bild unter f zu zeigen, da die Aussage invariant ist unter affinen Isomorphismen.

Dann ergeben sich die FuSpunkte f(a) = f(B + 3 ﬁ (1,1, 1), f(b) = (0,1, 1), f(c) =
(1,0, 1)". Die Seitenhalbierenden sind darm

1 1

y
f(Sc){<22v> | v € K}
1

Um den Schnittpunkt {S} = s, N s, N s. zu berechnen, suchen wir a, 5,y € K mit

(£)-(7)-(==)

N « 2—20
f(sa) = {f(A) + af(Aa) = (a) |a € K}, f(sb){( B ) | B € K},

2/3
und finden als Losung o = § = v = 2/3 also f(S) = | 2/3 |. Das Teilverhiltnis ergibt
1
sich als TV(4, a, S) = TV(f(A), f(a), f(S)) = 2/3 = TV(B,b,S) = TV(C,c, S). 0

Zum Beweis des ndchsten Satzes benotigen wir Streckungen, also affine Abbildungen der

Form
42%—>£%:P»—>Po+aﬁ,

wobei das feste P, € &/ das Streckzentrum ist und das a € K* der Streckfaktor.

Ubung 6.6. Zeige: Je zwei Streckungen von 7 sind konjugiert in Aff(«7) genau dann,
wenn sie denselben Streckfaktor haben. Die Streckungen zusammen mit den Translationen
bilden einen Normalteiler in Aff(.e/') isomorph zur Matrixgruppe

{(a(f) )laeK*tEKnxl}gKnXIX]K*
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Satz 6.25. (PAPPOS) Seien Dim(.e/) = 2 und D, D' zwei Geraden in </ mit sechs verschie-
denen Punkten P,Q,R € D, P',Q',R' € D', von denen keiner in D N D' liegt. Gilt (P, Q") ||

(Q, P')qund (Q, R')q || (R, Q')a, s0 folgt (P, R)q || (R, P')a.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass D und D’ sich schneiden. Dann sei { Py} =
D N D' und f; die Streckung mit Zentrum Fp, die P in Q) = Fy + alﬁ tberfiihrt, und f,
die Streckung mit Zentrum F,, die () nach R tiberfiihrt. Es ist )’ = 7(P), also f1(Q') =
Silrv(P)) = mav (f1(P)) = Tav(Q) = P’ und ebenso f>(R') = Q'. Dann ist (fz 0 f1)(P) = R
und (f; o fo)(R') = P'. Da der lineare Anteil von f, o f; gleich dem von f; o f, gleich bidy,
ist (fiir ein b € K*), gilt bPR' — RP und somit (P, R} || (R, P')..

Falls D und D’ sich nicht schneiden, arbeitet man mit Translationen, denn dann sind D und
D' parallel. O

Den Rest dieses Abschnitts werden wir nicht in der Vorlesung behandeln.
Den néchsten Satz kann man als weitgehende Verallgemeinerung einer Version des
Strahlensatzes auffassen.

Satz 6.26. Sei Dim(</) = n und H; fiir i = 1,2,3 Hyperebenen in </, also affine Teilriume
der Dimension n — 1. Hy, Hy, Hs seien parallel und H, # Ho.
1) Jede Gerade (= 1-dimensionaler affiner Teilraum von <), die nicht schwach parallel zu H, ist,
hat genau einen Schnittpunkt mit H, fiir i = 1,2, 3. (Die Schnittpunkte sind offenbar kollinear.)
2) Das Teilverhiltnis der drei Schnittpunkte aus 1) ist unabhingig von der Wahl der Geraden und
legt Hy auf Grund der Nebenbedingungen Dim Hy = n — 1, Hs || H, eindeutig fest.

Beweis. 1. Beweis. Sei W := T (H,) = T (H3) = T (Hs). Wir betrachten 7 /W := {P+W|P €
</} als eindimensionalen affinen Raum und beachten, dass v : &/ — &/ /W : P~ P+ W
eine affine Abbildung ist. Fiir jede Gerade G, wie in 1) spezifiziert, ist v/ ein affiner Iso-
morphismus. Klar: Die Schnittpunkte sind u‘_Gl(HZ-) und die Behauptung tiber die Teilver-
héltnisse folgt auch, da diese bei Anwendung von affinen Isomorphismen fest bleiben.

2. Beweis. Sei G eine Gerade wie in 1) angegeben. Dann gilt 7 (/) = T (H,)®7T (G). Entspre-
chend haben wir eine affine Abbildung, genauer eine Parallelprojektion, von ./ entlang
T (Hy) auf G, ndmlich

7. - P~ Pmit{P'}=(P+T(H))NG.

(Man muss nachrechnen, dass dies eine affine Abbildung ist. Die Projektionseigenschaft ist
klar.) Jetzt kann der Beweis analog zum ersten Beweis fortgesetzt werden. O

Ubung 6.7. Definiere Parallelprojektionen allgemein.

Ubung 6.8. Zeige, dass in der affinen Ebene zwei Geraden sich entweder schneiden
oder parallel sind. Genauer: Studiere die Bahnen unter der ebenen affinen Gruppe auf der
Paarmenge der Geraden in der affinen Ebene.

Ende
Vorl. 27
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Eigentlich ist der Satz von PAPPOS ein Satz, der zur projektiven Geometrie gehort. Ahnlich
ist es mit dem Satz von DESARGUES, der sich im affinen Raum abspielt. Der Beweis, den
ich geben werde, ist vielleicht vom synthetisch-geometrischen Standpunkt aus nicht schon,
demonstriert aber die DESCARTESsche Idee, durch Einfithrung von Koordinaten geome-
trische Sdtze durch algebraische Rechnungen zu beweisen. Fiir kompliziertere Situationen
kann man sogar Computer heranziehen, um derartige Beweise “durchzurechnen”.

Satz 6.27. (DESARGUES®) Seien (A, B,C), (A, B',C") € &3 ..., ZWei nicht entartete Drei-
ecke, die keine Eckpunkte gemeinsam haben und fiir die (A, B), || (A", B")a, (B,C). || (B',C")a,
(A, C)y || (A", C"),. Dann schneiden sich die drei Geraden (A, A'),, (B, B'),, (C,C"), in einem

gemeinsamen Punkt oder sind paarweise parallel.

.\

Beweis. Da die beiden Dreiecke nicht entartet sind, erzeugen sie einen drei- oder zweidi-
mensionalen affinen Raum. Wir behandeln nur den ersten Fall, den zweiten tiberlasse ich

als Ubung:

OBdA ist (A, B, C, A") nicht komplanar. Dann konnen wir affine Koordinaten x : (A, B,C, A’, B',C"), —
o (K3*1) so wihlen (wir arbeiten hier nicht mit <, (K '), weil es uns nicht weiter hilft!), dass

0 1 0 0
k(A= 0 |,kB)=[ 0 |, k(C)=| 1 |,k(A)=1] 0
0 0 0 1

ist. Wegen der Parallelitdt der Seiten folgt durch kurze Rechnung

a 0
kK(BY=1 0 |,k(C)=| a
1 1

fir ein a € K. Da (A, B',C") nicht kollinear ist, folgt a # 0. Im Falle ¢ = 1 sind die drei
Geraden (A, A"),, (B, B'),, (C, ("), parallel. Anderenfalls schneiden sie sich in dem Punkt
mit den Koordinaten (0,0, --)"". O

3Genauer handelt es sich um eine affine Konsequenz der Umkehrung des (projektiven) Satzes von DE-
SARGUES. Die Umkehrung ergibt sich aber durch Dualisieren aus dem urspriinglichen Satz von DESARGUES,
wie noch gezeigt werden wird.
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